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1 Entropie und Information

Die erste Frage einer Informationswissenschaft ist die nach dem Informationsbegriff. Der akzeptierte
Grundbegiff der Informationstheorie wurde von Shannon 1948 formuliert und multidisziplingr
angewendet: in der Informationstheorie, der Physik, der Biologie, der Stochastik, der Linguistik, der
Musik, der technischen Wissenschaften usw.

Mit dem Informationsproblem ist die Physik z. B. im Zusammenhang mit dem Maxwellschen Damon
(1871) konfrontiert worden. Dieser Damon wirkt entgegengesetzt zum natirlichen Prozessablauf (2.
Hauptsatz der Thermodynamik): er sortiert die schnellen und langsamen Molekile in die Raume der
Doppelkammer (verbunden mit einem Molekildurchgang - siehe Abbildung 1 ). Er schafft eine
Differenzierung im Ortsraum hinsichtlich der Geschwindigkeiten, nachdem er sich Uber die
Geschwindigkeiten der Molekile virtudl informiert und die Unkenntnis hinsichtlich der
Geschwindigkeiten jener Molekile beseitigt hat. Der Damon ezeugt dabel enen
Nichtgleichgewichtszustand, entgegengesetzt zur prozessuaden Tendenz zum Gleichgewicht (2.
Hauptsatz), die mit enem Telchenensemble mit ener mittleren Geschwindigkeit im
thermodynamischen Gleichgewicht ( oder dem Schwankungsgleichgewicht) verknipf ist.

Abb. 1. Maxwellscher Ddmon ( siehe Artikelende)

Vertieft wurde diese Damonologie von Szilard (1929). Einen formaen Zusammenhang zwischen dem
Informationsmal? "Unkenntnis' und der Entropie stellte R. Becker her:

Entropie = k In "Unkenntnis'. Damit waren die Fragen verknipft:
1. It die Information identisch mit der physikalischen Entropie ?
2. Oder ist sieidentisch mit der Neg-Entropie ?

2 Informationstheorie, Thermodynamik und Statistische Physik

Das Informationsproblem soll nun am Beispiel eines diskreten Wahrscheinlichkeitsfeldes konkretisiert
werden: Den n Elementarereignissen W, ,\W,,...,wW, (z.B. ein Wirfel: n = 6) werden die
Elementarwahrscheinlichkeiten p,,p,,...p, (z. B. ideder Wurfel: Pi = 1/6) zugeordnet. Diese
nichtnegativen Wahrscheinlichkeiten p, 2 O seien normiert:

anp =1

i=1

(Sicherheit = Wahrscheinlichkeit 1).

Durch einen zuféligen Versuch (hier Wurf) erhalt man ein zufédliges Elementarereignis w, )

(z. B. die Augenzahl, die Wurfelfarbe) mit der bekannten Wahrscheinlichkeit p.
Das Informationsproblem wird im Versuch durch die Reduktion der Unbestimmtheit und den
Informationsgewinn gel6st. Die zentralen Fragen sind also:

1.Wie grof3 ist die Unbestimmtheit des Ereignisses (vor dem Versuch)?
2.Welchen Informationsgewinn erhdt man durch das eingetretene Ereignis
(nach dem Versuch)?
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1. Schritt: Elementare Uberlegungen zur Unbestimmtheit U (Wn) des Ereignisses legen das

Mal3 1/ p, nahe. Denn als Folgerungen ergibt sich daraus, dass die Unbestimmtheit des Ereignisses
klein ist, wenn dessen Wahrscheinlichkeit grof3 ist. Auf3erdem ist der Informationsgewinn | (V\/n) des
eingetretenen Ereignissesin diesem Fal klein!

2. Schritt: Fortgesetzt werden diese Uberlegungen mit der Durchfilhrung eines Doppel versuches,

z. B. durch das zweimalige Werfen des Wurfels. Zu den Ereignissen w, und W, (z. B. Augenzahl 3,
dann 5) gehort die Gesamtwahrscheinlichkeit P(w,w, = p,p,) . Aber der dabe erzielte
Informationsgewinn ist offensichtlich additiv: | (W1 ,Wz). Also lautet der konkretisierte Ansatz fir U
undJ: U(w,)=1(w,)=logl/ p, =-log p, >0 .

3. Schritt: Fir die weiteren Betrachtungen ist die Frage nach den Mittelwerten weiterfuhrend:
1. Wiegrol3ist die mittlere Unbestimmtheit eines V ersuchsergebnisses, d.h. Ereignisses?

2. Welchen mittleren Informationsgewinn erhdt man nach dem Versuch?
Allgemein wird der Mittelwert einer GrofRe f (Pi) als gewichteter arithmetischer Mittelwert

eingefiit < >=3 p f(p) Hierist f (p )=1logl/ p, =- log p, und man erhit:

<1>=H(p,,ParerP)= A p1) =& Plog p,* 0

Die Information oder Entropie (Shannon-Entropie) oder Unsicherheitsfunktion (Greiner) wird wie
folgt definiert:

H :'é pilogpi

In der Physk gilt spezidl log = log. = In (logarithmus naturalis ), in der Informationstheorie hingegen
log = log, = Id (logarithmus dudlis). In der Informationstheorie ist die Grofie log,2 = Id2 = 1 hit
(binary digit) ein Ubliche Einheit. Die Alternative mit den beiden Wahrscheinlichkeiten

p: = p. = 1/2 beditzt die Entropie

H=-%logY2- %2log¥2=-log¥2=1log 2.

Im Extremfall des Eintreffens des Ereignisses k mit der Wahrscheinlichkeit p, = 1 und des

der anderen Félle mit p,, =0 ehdt man die minimae Entropie H = -log | = 0. Im Fal der
Gleichbesetzung von z. B. n Zustdnden mit pi = 1/ n ist die Unkenntnis maximal und die

Entropie hierfur betrégt: H=- g_ E|og£:-ng§|og29:|ogn Diese Aussage ist die Basis des
i1 n én " ng

Jaynes-Prinzips.

Eine Verallgemeinerung des Informationsbegriffs ist die Renyi-Information mit der Kastenlange I:

uq(|)=-q%1m§(pi)q

Fir g = | erhdt man den Spezid|fall der Shannon-Information. Die Renyi-Information bildet
die Grundlage fur die Multifraktaltheorie und findet Anwendung in der Chaostheorie oder der
Mustererkennung.
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Einen anderen Zugang zum Verstdndnis der Anaogie von Information und Entropie bietet die
Thermodynamik speziell mit der Formulierung des 2. Hauptsatzes.
Mochte man z. B. unterschiedliche Substanzen mit den Molzahlen n;, die sich urspringlich in

deni. A. verschiedenen Volumina V; im thermodynamischen Gleichgewicht befanden,

miteinander vermischen, so wird das Ergebnis dieses Ausgleichsvorgangs durch die
Mischungsentropie beschrieben. Die Entropie erhoht sich um:

V
DS=RA n In—
anny

R: algemeine Gaskongtante. Setzt man das Volumen bzw. Teilchenzahlverhdtnis (Clausius,1864)

und verwendet wegen N ,n = N, andelleder n, dieTalchenzehl N, (N ,, Avogadro-
Kongtante) so erhdt man unter Verwendung von

(kg, Boltzmann-Kongtante) schliefdich.

DS:-kNé p Inp,

Der Entropiebegriff in der Statistischen Thermodynamik wurde von Ludwig Boltzmann im Rahmen
der kinetischen Gastheorie (1877) eingefuhrt:

S=kN¢p)f In fd°rd*.

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f = f r,v,t) ist ene Funktion der Ortes r , der

Geschwindigkeit v und der Zeit t. Nach dem Boltzmann-Prinzip (Boltzmann-Planck-Prinzip, Max
Planck um 1900) ist die Entropie gegeben durch:
S=kinWw.

ON;

NI=N"e"  wis S=-kNg p,Inp .

Verwendet man fir die Wahrscheinlichkeit W =

die Néherung von Stirling:

Die Bedeutung der Shannon-Entropie H = - é p log p, léasst sich zusammenfassend wie folgt

hervorheben:

1. Inder Statischen Physik ist sie ein Mal3 fir die Unordnung eines Systemsim Gleichgewicht.
2. Bel gegebenen Wahrscheinlichkeiten p; ist se ein Mal3 fur die Information (syntaktische

Information, keine Semantik).
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3. Bel unbekannten Wahrscheinlichkeiten p; ist sSie Ausgangspunkt fiir deren Berechnung.
Hierzu wird das Prinzip der maximalen Entropie, das Jaynes-Prinzip,
angewendet: H + é I, .(Nebenbedingungen); = Max. Die Ableitungen nach den Wahrscheinlich-
keiten sind 0. Esigt auch fr Nichtgleichgewichte und in der mathematischen Statistik anwendbar.
4. Nachrichtentheorie: Produziert der Sender A die Nachricht a mit der Wahrscheinlichkeit

p(a)(?é p(a) :19 , dannigt die Entropie  H (A) = - é p(a)log, p(a) )
e a (4] a

nach dem rauschfreien Codierungstheorem von Shannon die untere Schranke fur die benétigte Lange

L einer Bit-Folge zur Darstellung der Nachrichta: L3 H (A)

5. Unter der Annahme eines festen "Kostenbetrages' fir jedes Bit (Energie, Raum, Zeit, Geld,..) ist
H(A) ein Mal3 fur die "Kosten" einer Darstellung der von einem Sender A erzeugten Information.

Man beachte, dass bisher die Entropie as "satische' Grofe betrachtet wurde. Eine mdgliche
Verallgemeinerung wére die Formulierung einer dynamischen Entropie. Auch wurden nur klassische
Systeme behandelt. Eine weitere Veralgemeinerung konnte in Hinblick auf Quantensysteme erfolgen.

Das Neg-Entropie-Prinzip (verdlgemeinerter 2. Hauptsatz) wurde 1953 von L. Brillouin zur
Diskussion des Messproblems eingesetzt. Das System andert sich durch die Messung (vor der
Messung: Entropie S; Information 1, =0; nach der Messung: Entropie S; Information 1; >0).
Esgiltdlgemein:S 2 S, +DS=S,- |,,dabe isDS=S - S, <0 ,jedoch der

Informationsgewinn positiv: DI =1, - 1, > 0.

Eigentlich ist das Messproblem aber mit der Quanteninformatik zu beschreiben. Dabel stellen sich
aber die Fragen nach der Nutzlichkeit des informationstheoretischen Zugangs (was zu bejahen ist) und
der Wesenggleichheit der thermodynamischen Entropie und der Information ( offenes Problem).
Letzteres soll an einem Beispid des konstanten Stromflusses durch einen Leiter erléutert werden. Im
sationdren Zustand ist die Stromstérke und die Entropie konstant, weil die Entropieproduktion mit
einer Entropieabfuhr verbunden ist.

Das Jaynes-Prinzip liefert mit einem Variationskakil (Optimierungstheorie) die unbekannte
Wahrscheinlichkeit, und zwar maximal vorurteilsfrei.

Im nun diskutiertem Anwendungsbeispiel seien die Wahrscheinlichkeiten Pi fir die Zustdnde i eines
lokaisierten Systems gesucht, d. h. esist dasMaximumvon  S=-3 pinp,

zu bestimmen. i

[o]
Neben der Normierung der Wahrscheinlichkeiten durch a Pi =1 sindder Erwartungswert der

Energie <E>=& pE > undder weiteren Grofien G, , z.B. der Stromdichte, durch < G* >= § p,G?

vorgegeben, a=1,2,...r

Daraus ergibt sich die Wahrscheinlichkeit p, = expgg W- DE - é | aGiaQ , wobel expW die
e a %]

1

Zustandssumme und | T ist.

KT

a
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Die T, bezeichnen verallgemeinerte Temperaturen (Ingarden).

Sind die Grofzen G, NichtgleichgewichtsgrofRen, dann sind die p durch Dichteoperatoren p zu ersetzen
(I, [t] ; Zubarev — Formalismus, 1965). Im Robertson — Formalismus werden die Zeitabhangigen
Projektionsoperatoren p(t) verwendet ( relevanter Anteil: P8t) p.

3. Quanteninfor matik

Als Vorlaufer der Quanteninformatik gelten Hellstrom u. a. (etwa ab 1970), die die quanter+
mechanische Systemtheorie, Signatheorie und Kommunikationstheorie entwickelten.

Diese Theorienentwicklung umfasste zwei Konzeptionen:

1. EinfUhrung quantenmechanischer Wahrscheinlichkeiten in die klassische Shannonsche
Informationstheorie (prézisierte Theorie; keine neue Theorie);

2. Entwicklung der Quanteninformatik durch volle Ausnutzung der quantenmechani schen
Gesetze (Vorlaufer: u. A. Armin Uhimann).

Die letztere Konzeption der Quanteninformatik setzt ausreichende Kenntnisse Uber die
Quantenmechanik voraus (Wellenfunktion als Wahrscheinlichkeitsamplitude Y ; Wahrscheinlich-

keitsaussagen: Wahrscheinlichkeit =Y 'Y ; Zustandsfunktionen Y, im Hilbertraum; Hamilton -
Operator H usw.). Die Grundgleichung ist die Schrodinger - Gleichung:

L dy
h=> =H
| d Y

Neben den Zustandsfunktionen y ; ist auch die Uberlagerung dieser Zusténde g ¢, €n

zuldssiger Zustand (verschrankt, rein). Der gemischte Zustand hingegen wird durch den
Dichteoperator p(x,x) = é cyy. (Diagonademente:Wahrscheinlichkeitsdichte) definiert.

Die Entropie der Quantenmechanik ist nach John von Neumann definiert durch:

S=-k Sp(pInp) .
Weiterhin ist zu beachten, dass durch Beobachtung des Systems, d.h. durch Messung des Ortes, das
System gestort wird und somit sich der Systemzustand @ndert. Nicht vertauschbare Gréf3en sind nicht
gleichzeitig messbar.

Problematisiert wurde der Begriff der Quanteninformation durch das Einstein-Podol skyRosen
Paradoxon (EPRP), dasin der Spinsprache (- ) klar formulierbar ist. Nach der Trennung der Spins
wird durch eine Messung der Spinzustand - gefunden und z. B. 10 km davon entfernt ist der Zustand
des getrennten Spins ohne Messung fixiert . Nach einer weiteren Messung (Anderung der
Magnetfeldrichtung) wird ein veranderter Spinzustand angetroffen® und 10 km davon entfernt ist
paradoxerweise der zweite Spinzustand wieder ohne Messung fixiert = . Das EPRP impliziert
natiirlich bestimmte Fragen, z. B. diese:

Ist die Signalgeschwindigkeit grolier als die Lichtgeschwindigkeit c?
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Es ig auch die Bass moglicher Sicherheitstechnologien fir den Informationstransport, wie eine
Analyse des Quantenkanals ergibt:

Sender A ®®®®®®®Y®®®®®®®® Empfanger B

ALICE BOB
Abhoren, Stéren durch EVA wird entdeckt !

Dieses anaysierte Modellsystem ist ein quantenmechanisches Zwei zustandssystem und wird durch den
Begriff Quantenbit (grbit, qubit, Schumacher, 1995) beschrieben (weiteres siehe

Vortrag von Prof. K. Kreher).
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Abb.1 Maxwdlscher Damon
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