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REFERAT

Es wird die anomale Diffusion in ungeordneten und fraktalen Systemen betrachtet. Die
Verwandschaft beider, ausgedriickt durch die von zwei verschiedene Wanderungsdimension,
liegt im besonderen Skalenverhalten der Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Aufenthalt des
Teilchens bzw. des mittleren Verschiebungsquadrates. Zur detailierten Untersuchung des
Diffusionsprozesses wird ein Formalismus zur Beschreibung von Sprungprozessen in stetiger
Zeit verwendet. Im Fall ungeordneter Systeme wird die Wartezeitverteilung und damit die
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Aufenthalt des Teilchens bestimmt. Die Dimension der
Trajektorie in solchen Strukturen kann auf einfache Weise ermittelt werden. Auflerdem wird
eine Verbindung zum fraktionalen Kalkiil hergestellt.

Fiir endlich ramifizierte Fraktale wird ein allgemeiner Formalismus zur Bestimmung der
Wartezeitverteilung und der Wanderungsdimension vorgestellt. Dieser ist in sich geschlossen
von der Aufstellung einer Funktionalgleichung im LAPLACE-Raum bis hin zur Darstellung
im urspriinglichen Zeitbereich durch LAGUERRE- Polynome. Als wesentliche Methode wird
die Renormierung der Wartezeitverteilung verwendet. Ausgegangen wird von der Genera-
torstruktur des Fraktals. Die Information {iber die Transfereigenschaft zwischen den Gitter-
punkten ist hierbei vollkommen ausreichend. Zur Verdeutlichung der Vorgehensweise sind
zahlreiche Beispiele enthalten.

Die Ursachen eines anomalen Verhaltens bei chemische Reaktionen, ausgedriickt durch
einen nicht exponentiellen Charakter des zeitlichen Zerfalls der Stoffe, wird ebenfalls un-
tersucht. Dabei bedient sich der Autor einer stochastischen Betrachtungsweise. Ausgangs-
punkt ist die Bestimmung der Wartezeitverteilung fiir den Umwandlungsprozel, um diese
in einer einheitlichen Theorie von Diffusion und Umwandlung im Mehrzustandsformalis-
mus beriicksichtigen zu kénnen. Auch hierbei wird eine Renormierungsmethode verwendet.
Die verzogerte Ausbreitung eines Stoffes aufgrund von reversible Reaktionszyklen kann bei
Fraktalen explizit gezeigt werden.
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Kapitel 1

Einleitung

Die stochastische Beschreibung von Diffusionsprozessen, d.h. der zufélligen, irreguléren Aus-
breitung von Teilchen in homogenen Raumstrukuren, ist in vieler Hinsicht eine wohlverstan-
dene Theorie [1]. Hierzu bedient man sich in einfacher Weise der gewohnlichen Diffusions-
gleichung oder in entwickelter Form der Theorie stochastischer Differentialgleichungen.

Die Diffusion in fraktalen und ungeordneten Systemen|2, 3] unterscheidet sich von der
gewohnlichen Diffusion nach dem Fickschen Gesetz. So hat z.B. eine rdumliche Ableitung
oder Gradientenbildung der Wahrscheinlichkeitsdichte im herkémmlichen Sinne keinen defi-
nierten Ausdruck. Auch das asymptotisch zeitliche Verhalten des mittleren Verschiebungs-
quadrates weicht von der gewohnlichen zeitlichen Proportionalitdt ab. Es folgt allgemeiner
der Form < r* >~ t7. Eine Abweichung vom klassischen Fall mit v = 1 wird als anomal
bezeichnet. Die Bremsung der Diffusion (7 < 1) in den hier betrachteten Systemen kommt
durch die besondere Raumstruktur zustande. Jedoch reicht die HAUSDORFF-Dimension zur
Charakterisierung des Diffusionsprozesses nicht aus. Schleifen und labyrinthartige Verzwei-
gungen beeinflussen die freie Ausbreitung der Teilchen. Deren Wanderung unterliegt einem
Zufallsproze sowohl hinsichtlich der rdumlichen Ausbreitung als auch der zeitlichen Dauer.
Es kénnen bestimmte Wegabschnitte mehrfach besucht werden, was in der Bestimmung der
geometrischen Dimension unberiicksichtig bleibt. Dieser Wanderungseffekt wird durch die
Wanderungsdimension d,, = 2/v erfafit.

Die fraktale Trajektorie des diffundierenden Teilchens, wie sie schon bei der gewohn-
lichen BrROWNschen Diffusion vorliegt, wird durch die Struktur des Mediums selbst noch
weiter modifiziert. Es liegt nahe, eine solche Bahn durch einfache Fraktalmodelle zu un-
tersuchen. Der rdumlich-zeitliche Zufallsproze in ungeordneten als auch fraktalen System
unterliegt in beiden Féllen einer Skalensymmetrie, der Ahnlichkeit bzw. Selbstiahnlichkeit.
Durch Skalierung der Raum- bzw. Zeitskala erhélt man dieselbe Prozefigrofe, etwa die Auf-
enthaltswahrscheinlichkeitsdichte, an einem anderen Ort zu einer anderen Zeit. Wegen dieser
Symmetrieeigenschaft und den damit verbundenen &hnlichen Ergebnissen werden ungeord-
nete und fraktale Systeme hier nebeneinander behandelt. Fraktale sind idealisierte mathe-
matische Modelle, die u.a. zur Beschreibung ungeordneter Systeme dienen.

Zur Untersuchung der stochastischen Ausbreitung wird das Modell des CTRW! verwen-
det. Eine solche Vorgehensweise hat den Vorteil einer globalen Beschreibung durch den Ele-
mentarprozef fiir einen Schritt. Dieser wird entsprechend der Modellvorstellung bestimmt.

'Erkliarung erfolgt in Kapitel 2.
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Der Formalismus ist auch auf fraktale Strukturen anwendbar. Zumindest wird dies fiir den
zeitlichen Prozefl in der vorliegenden Arbeit gezeigt.

Seit einiger Zeit wird versucht, den Diffusionsproze3 durch einen Kalkiil mit gebrochen-
zahliger Ableitung zu beschreiben. Die Ordnung der Ableitung steht in einem engen Zu-
sammenhang mit den Elementarprozessen. Fiir den POI1SSON-Prozefl mit seinem MARKOV-
Charakter ist eine zeitliche Ableitung des Prozesses von 1. Ordnung charakeristisch. Ab-
leitungen mit niedrigerer Ordnung beriicksichtigen die Vergangenheit, d.h. den Wert der
Prozelgrose bei zuriickliegenden Zeiten. Man sagt auch, dafl das Teilchen ein Gedéchtnis
besitzt. Die zugehorigen Wahrscheinlichkeitsdichten gehoren einer reichhaltigen Klasse von
Funktionen an, den Fox-Funktionen.

Die reine Wanderung des Teilchens ist oft durch andere Prozesse begleitet. Eine der
Ursachen ist die energetische Umgebung des Teichens. Durch Potentialbarrieren kann die
Wanderung zusétzlich behindert werden. Das Teilchen kann aber auch in einen Potenti-
altopf geraten bzw. eine Bindung mit einem Partner eingehen. Solche Bindungen erfolgen
z.B. durch chemische Reaktionen, bei dem das Teilchen hinterher neue energetische FEi-
genschaften besitzt. Umwandlungen werden zweckméflig durch den Mehrzustandsformalis-
mus beschrieben. Entsprechend den moglichen energetischen Bindungsformen mit den zur
Verfiigung stehenden Reaktionspartnern werden dem betrachteten Teilchen Zusténde zuge-
ordnet. Gleichermaflen kann man dabei der Wanderung selbst Rechnung tragen. Die gleich-
zeitige Behandlung von Umwandlung und Diffusion ist anwendbar auf die Beschreibung
diffusionskontrollierter chemischer Reaktionen.

1.1 Zur Geometrie von Fraktalen

In der Natur gibt es Strukturen, die sich durch eine scheinbare Komplexitéat auszeich-
nen. Schaut man jedoch genauer hin, so findet man oft ein einfaches Konstruktionsprinzip.
Durch Vergréern bzw. Verkleinern entsteht bei geeigneter Wahl des BetrachtungsmafBsta-
bes fiir bestimmte Punkte des Gebildes dasselbe Bild. Man bezeichnet diese Symmetrie als
Selbstéhnlichkeit bzw. Skaleninvarianz. MANDELBROT [4] gab solchen Objekten den Namen
Fraktale. Sie stellen ein modernes Paradigma zur Beschreibung realer Strukturen dar.

Es besteht ein prinzipieller Unterschied zur iiblichen geometrischen Konstruktion durch
periodisches Aneinanderfiigen gleichartiger Bestandteile. Diese Translationsinvarianz findet
vielfache Anwendung, so z.B. in der Kristallphysik. Sie ermoglicht eine einfache Beschreibung
des Zustandes von Teilchen, da die Kenntnis iiber die Elementarzelle ausreicht.

Der Name Fraktale steht auch fiir ein weiteres Charakteristikum, die Dimension des
Objektes. Diese ist i.a. gebrochenzahlig. Hier werden nur solche Fraktale betrachtet, bei
denen globale und lokale Dimension gleich sind. Eine genaue Definition der Dimension er-
folgt mit der Maftheorie [5]. Wie man leicht zeigen kann, besitzen gewohnliche Fraktale
im euklidischen Einbettungsraum das LEBESGUE-Maf 0. Dies ist aber eine unbefriedigende
Charakterisierung fiir den Inhalt. Von HAUSDORFF stammt eine umfassendere Theorie. Ein
spezieller Fall der allgemeinen Definition der HAUSDORFF-Dimension ist die MANDELBROT-
Dimension d, die zumeist nur fraktale Dimension genannt wird:

d— —tim B (1.1)
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Hierbei ist () die minimale Anzahl der Elemente mit dem Durchmesser ¢, die zur Uber-
deckung der betrachteten Menge nétig ist. Zerféllt beim Verkleinern von € um einen Ska-
lenfaktor a die Anzahl immer in dieselbe Anzahl p neuer Elemente, so vereinfacht sich dies
im Grenzfall unendlicher Verfeinerung zu

- Inp

d= o (1.2)
Diese Definition ist ausreichend fiir einfach konstruierte Fraktale. Ihnen dient meist ein
Generator als Grundbaustein.

Fraktale sind Modelle zur Beschreibung natiirlicher Objekte. Hierbei besticht die oft
einfache Konstruktionsbeschreibung, was auch der theoretischen Behandlung foérderlich ist.
Doch kein Modell ist perfekt. Die strenge Ahnlichkeitssymmetrie erfordert es, da8 sich die
Struktur ins unendlich Kleine sowie ins Grofle erstreckt. Es gibt jedoch eine natiirliche obere
und untere Grenze. Zum einen besitzen reale Objekte endliche Ausmafle, zum anderen ist
deren atomarer Aufbau die Ursache, warum man die Konstruktion nicht beliebig verfeinern
kann. Die fraktale Konstruktion ist somit durch einen unteren bzw. oberen cut-off begrenzt.

Jedes Meflergebnis hingt auch vom Einflul der MeBapparatur ab. Ein Grundproblem bei
jeder Messung ist die Auflosung des Geriites, mit dem man das MeBobjekt zu untersuchen
hat. Um ein zufriedenstellendes Ergebnis zu erreichen, ist es notwendig, das Geschehen, etwa
die Diffusion, {iber viele Groflenordnugen zu verfolgen. Der interessierende Bereich richtet
sich dabei nach der erforderlichen Genauigkeit. Unterhalb bzw. in der Nahe der Auflosungs-
grenze, die entscheidend von der Grofle der Sonde abhéngt, sind keine zufriedenstellenden
Ergebnisse zu erwarten. Das Verhéltnis der Grolen von Sonde rg und Untersuchungsobjekt
r, bestimmt den Giiltigkeitsbereich der Messung. Bei Fraktalen mit dem Skalierungsfaktor

« sind demnach rund
In Ze
n=—:
In o

Stufen als Skalenbereich relevant. Inwieweit ein reales Fraktal, gekennzeichnet durch eine
endliche Zahl von Stufen, mit dem idealen in Ubereinstimmung steht, kann durch eine
Zugehorigkeitsfunktion im Rahmen der Theorie unscharfer Mengen beschrieben werden.
Hierbei wird das reale Fraktal als eine solche Menge aufgefafit [6].

1.2 Anomale Diffusion

Physikalische Prozesse werden durch den rdumlich-zeitlichen Zustand eines Systems cha-
rakterisiert. Es ist nicht verwunderlich, dafl Groflen wie Wahrscheinlichkeitsdichten oder
deren Momente fiir Fraktale ungewohnliches Verhalten aufweisen. Man kann sich fragen,
welchen Einflufl nichtreguldre Strukturen wie ungeordnete Medien oder Fraktale auf das
raumlich-zeitliche Geschehen haben. Dies wirft sofort die Frage auf, welche Auswirkungen
der zugrunde liegende Raum iiberhaupt auf den ProzeBablauf hat. Wir wollen hier vor al-
lem diffusive Prozesse betrachten, d.h. die Ausbreitung von Teilchen im Raum infolge von
Zufallswanderungen. Fiir die klassische Beschreibung der Diffusion im euklidischen Raum
der Dimension d gibt es eine ausgebaute Theorie. Die mathematische Beschreibung erfolgt
hier durch partielle Differentialgleichungen vom parabolischen Typ fiir die Wahrscheinlich-
keitsdichte P(x1,...,zq4,t). Es stellt sich heraus, dal bei der gewthnlichen Diffusion fiir das
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mittlere Verschiebungsquadrat die Proportionalitét

() o t (1.3)

gilt. Abweichungen von der zeitlichen Linearitdt werden als anomal bezeichnet. Bei solchen
Prozessen ist dann fiir grofle Zeiten
() ~ 17 (1.4)

mit v # 1. Eine Bremsung der Diffusion ist durch v < 1 gekennzeichnet, eine Beschleunigung
durch v > 1. Normale Diffusion bedeutet somit v = 1. Ublicherweise schreibt man

Y= 4,
Dabei ist d,, die Wanderungsdimension des Teilchens. Deren Berechnung wird eine der
Zielstellungen dieser Arbeit sein.

Die Bremsung der Diffusion kommt u.a. dadurch zustande, daf} es eine grofle Anzahl an
Wegen gibt, die eine radiale Ausbreitung behindern. Das konnen Schleifen in Strukturen
sein, aber auch faserférmige Kanéle mit Enden, die keine weitere Verzweigung bieten und
das Teilchen somit zwingen, den eingeschlagenen Weg wieder riickwérts zu gehen. Allgemein
bewirken Unordnungseffekte eine Anomalie im ProzeBablauf. Diese behindern die symme-
trische Ausbreitung in alle zur Verfiigung stehenden Richtungen. Solche Unordnungseffekte
konnen auch durch Energiebarrieren verursacht sein. Zur Modellierung dieser Zustéande bie-
ten sich hierarchische Systeme an. Dabei wird jedem moglichen Raumpunkt eine Barriere
nach einem hierarchischen Bildungsprinzip zugeordnet.

Der Zusammenhang zwischen den raumlichen und zeitlichen Prozessen wird durch den
Verlauf der Wahrscheinlichkeitsdichte fiir grofle Zeiten am Startpunkt ry mit folgender Pro-
portionalitat vermittelt:

Plro,t) ~ =2 (1.5)

Damit wird die spektrale Dimension d definiert. Man bedenke, da wegen der riumlichen
Normierung der Wahrscheinlichkeitsdichte die Struktur des Mediums den zeitlichen Verlauf
mitbestimmt. Im Gegensatz dazu geht bei der Bestimmung der Wanderungsdimension die-
ser Einflufl durch die Momentenbildung weitgehend verloren. Zwischen diesen Dimensionen
besteht eine einfache Kopplung;:

- d
d=2—. 1.6
= (16)
Diese Beziehung kann man aus einfachen Skalierungsiiberlegungen erhalten.

Beschreibung durch Diffusionsgleichungen

Eine Moglichkeit zur Beschreibung eines anomalen Diffusionsverhaltens ist die Aufstel-
lung und Losung passender Diffusionsgleichungen. Die gesuchte Wahrscheinlichkeitsdichte
P(r,t) soll eine mittlere Dichte fiir das System am Ort r zur Zeit ¢ darstellen. Allgemein
muf} jedoch, sofern nicht Teilchen durch Reaktion entstehen oder verschwinden, die Konti-
nuitatsgleichung

%P(r, t) +divg(rt) =0 (1.7)



KAPITEL 1. EINLEITUNG )

erfiillt sein. Dabei ist j(r, t) die jeweilige Stromdichte am Punkt r zur Zeit t. Wir wollen hier
nur den radialen Einflufl untersuchen und gehen daher vom Vektor » zum polaren Abstand r
iitber. Je nachdem, welche Vorstellung man von der Stromdichte hat, kann man verschiedene
Ansétze machen, von denen einige kurz erwéahnt seien.

1. Eine mogliche Wahl besteht in der Abhéngigkeit:

j(r,t)y =D rﬁ%P(r, t).

Dabei wird angenommen, dafl der Diffusionsstrom mit zunehmenden Abstand algebraisch
mit einer Konstanten ¢ abnimmt. Die Konstante D ist stoffspezifisch. Diese Wahl fiithrt im
Raum der Dimension d auf eine Diffusionsgleichung fiir die Einhiillende P(r,¢) der Wahr-
scheinlichkeitsdichte [7]:

0 pad (e d g )
atP(T,t) Dr 7 (r 87’P(T’t) = 0.

Partielle Losungen erhélt man durch Separation in P(r,t) = R(r)T(t). Eine allgemeine
Losung ist

d T2+19
Pl(T, t) = C1 (Dt)_m exXp <—m> .

Eine andere mogliche Beschreibung erfolgt durch die Differentialgleichung

0 0 0

_p - D 1-d ¥ d-1 "~ fﬂP —

ot (r¢) " or (T ar (r, t)> 0
deren Losung u.a.

Py(rt) = 3 (D8) 5550 exp ——1
rt) =c 0¥ exp [ —
2 2 p (2—0—19)2Dt

ist. Die Konstanten ¢; und ¢, bestimmen sich aus der Normierung von P(r,t).
2. Nimmt man hingegen an, daf das Verhalten des Diffusionsstroms durch die zeitli-
che Anderung der Diffusionskonstanten beeinfluit wird, d.h. D = D(t) nicht mehr zeitlich

konstant ist, so erhélt man
T2 t -1
exp <——</ dTD(T)) ) :
4 \Jo

Die Konstante c3 ist wiederum durch Normierung festzulegen. Wahlt man insbesondere
9
D(t) = Dt 7+ so ergibt dies

2
Py(r,t) =c¢y £ 77 exp (— - ) .

d
2

Py(r,t) = c3 </Ot dr D(T))

2(2 + 9) Dt 7
In allen Féllen erhélt man fiir das mittlere Verschiebungsquadrat bei grofien Zeiten:

<7“2> ~ tﬂiﬂ.
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Wie man sieht, kommt man mit verschiedenen Ansétzen zum gleichen Resultat. Das ist
auch nicht verwunderlich. Denn in all diesen Féllen wurde die Skalierungseigenschaft

P(r,t) = a“P(ar, t)

mit 2 + 9 = }E—% erfiillt. Welcher Ansatz nun der fiir das System typische ist, wird aber
nicht ersichtlich. Der Skalierungsansatz scheint jedoch eine allgemeinere FEigenschaft zu sein,
deshalb wollen wir uns spéter mit diesem noch néher beschéftigen.

Eine mehr den Vorstellungen eines fraktalen Raumes angepafite Form der Beschreibung
von Diffusionsprozessen stammt von FOURCADE und TREMBLAY [8]. Sie beschreiben das
Diffusionrauschen durch eine Analysis im fraktalen Raum der Dimension d bei radialer
Symmetrie. Eine Ubertragung dieser Methoden wie der fraktalen FOURIER-Transformation
auf allgemeine Transportprozesse ist fiir eine ndherungsweise Losung denkbar. So kann man
Losungsmoglichkeiten der CHAPMAN-KOLMOGOROV-Gleichung

P(rt) = [dlqP(r— gt~ 7)P(g,7)

in diesen Radumen untersuchen. Fiir die raumliche FOURIER-Transformierte

d
2

P(k,t) = (2m)2 k3! /OOO drr# gy, (kr) P(r,1)

mit J,(z) als BESSEL-Funktion der Ordnung « erhélt man im isotropen Fall die Funktio-
nalgleichung

P(k,t) = P(k,t — 1) P(k, 7).

Diese wird z.B. durch
P(k,t) = exp(ct f(k)),
wobei f(k) beliebig ist, erfiillt. Insbesondere sind die LEVY-Verteilungen mit

P(k,t) = exp (—ct k:dw)
Losungen. Fiir diese erhélt man nach Riicktransformation:

7T_J/221_J o~ T (QZ_ICZ) r2 n
P(r,t) = T |- dn |
dy(ct) n=on!l (n + 5) 4(ct)

Dabei ist I'(z) = [;°y* 'exp(—y) dy die Gamma-Funktion. Fiir d,, = 1 erhélt man durch
Ausfithren der Summation den Fall der CAUCHY-Verteilung:

F(%)ct
T

P(r,t) = —
w5 (et +12) 7

Der Fall d,, = 2 fiihrt auf die GAuUss-Verteilung. Verteilungen mit d,, > 2 sind nicht mehr
LEVY-stabil, d.h. die rdumlichen Momente (r7) sind fiir j > 2 nicht mehr endlich. Jedoch

ist fir j < d,, < 2: .
<rj>~tﬁ.
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Die bisher betrachteten Methoden eignen sich zur groben qualitativen Beschreibung des Dif-
fusionsverhaltens in kontinuierlichen Rd&umen. Insbesondere wird der zeitlich asymptotische
Verlauf der Wahrscheinlichkeitsdichte und ihrer Momente gut beschrieben. Eine Anwendung
auf konkrete Strukturen wie Fraktale ist jedoch nicht so einfach méglich. Hierzu eignet sich
besser das folgende Verfahren.

Der Mastergleichungs-Formalismus

In vielen Féllen ist eine diskrete Gitter-Approximation naheliegend. So besteht die Hoff-
nung, dafl bei Verfeinerung des Gitters immer genauere Ergebnisse erreicht werden. Es be-
zeichnen die r; die jeweiligen Gitterpunte, und die w;; sind die Sprungraten zu den néchsten
Nachbarn, d.h. die Zahl der Ubergéinge pro Zeiteinheit vom Punkt rj nach r;. Der Diffusions-
Proze wird dann durch die MARKOVsche Mastergleichung

P(‘I‘Z‘, t) = Z) {wz‘jP(Tj,t) - w]ZP(TZ,t)} (18)
3

beschrieben. Die Summation bezieht sich daher auf diese néchsten Nachbarn j von i. Der
erste Term der Summe beschreibt den Zuflufl von Teilchen, der zweite hingegen den Verlust.
Fiir die Anwendung auf Fraktale wurde der Formalismus u.a. geprdgt durch HILFER,
BLUMEN, GUYER [9, 10, 11]. Mit ihm kann man z.B. die spektrale Dimension d, definiert

durch .
P(s0,t) ~ (wt)"%, (1.9)

und somit die Wanderungsdimension d,, = 2d/ d am Startpunkt s, berechnen. Dies geschieht
durch Ortsraumrenormierung. Dabei vergleicht man das Ausgangsgitter mit dem durch
selbstahnliche Dezimierung von Gitterpunkten erhaltenen Gitter. Zum einen dndern sich die
Ubergangsraten, zum anderen die Wahrscheinlichkeitsdichte P(ry,t) fiir die verbleibenden
Gitterpunkte. Am zweckméfigsten schreibt man die Mastergleichung fiir den Startpunkt
auf. Die erfolgten Anderungen kann man wegen derselben Form der Gleichungen fiir das
dezimierte Gitter wie fiir das Ausgangsgitter direkt ablesen. Zur konkreten Anwendung ist
es giinstig, die Mastergleichung in zeitlich LAPLACE-transformierter Form

uP(r,u) — P(r;,t = 0) = > {w;;P(rj,u) — wj; P(ry, u)}
3(4)
mit P(r,t = 0) = d(r; — so) als Anfangsbedingung zu betrachten. Der Punkt sy ist ein
geeigneter Startpunkt.

Als Anschauungsbeispiel eignet sich das SIERPINSKI-Dreieck zur Basis b = 2 (Abb.1.1).
Hier kann man alle Ubergangsraten gleich w setzen. Das Gitter ist in zwei Punktsorten s
und d eingeteilt. Dabei kennzeichnen die d-Punkte die nach der Renormierung zu 16schen-
den Punkte. Die s-Punkte bleiben nach einer solchen Prozedur erhalten. Der obere Index
beschreibt die Zugehorigkeit zur unteren bzw. oberen Halfte der Figur. Durch die untere
Indizierung erfolgt eine Durchnummerierung der Punkte in der jeweils betrachteten Hélfte.
Dann erhélt man fiir sq die Gleichung

u + 4w Plsyu) — % = {P(d’f,u) + P(f,U)}.

k=1

w
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S5
2 2
d; d;
S0
2 2
di 81
1 1
dy ds
1 1
81 L Sa
3

Abbildung 1.1: SIERPINSKI-Dreieck, b=2

Man kann nun die Ausdriicke P(d,u) durch die P(s/,u) eliminieren. Dies geschieht am
einfachsten dadurch, dafl man die Gleichungen fiir die einzelnen Gitterpunkte in Matrixform
iiberfithrt. Dann erhélt man fiir u — 0:

o1

AP(s0,0) = 5 — = 22: {P(s},0) + P(s,0)} .

Nach Dezimierung der d{ -Punkte erhilt man die renormierte Gleichung:

1 2
R _ R( Kk R( k
4P (SO’O)_E_I;{P (81,O>+P (82,0)}.
Man beachte nun, daf§ beim Renormierungsprozefl drei alte Dreiecke durch ein neues repréa-
sentiert werden. Die Teilchen, die sich in den alten befanden, werden vom neuen aufgenom-
men, damit die Gesamtwahrscheinlichkeit erhalten bleibt. Es ist daher P%(s;,0) = 3P(s;, 0).

Dann ist wf = 2 und somit d = 2{2—? bzw.

_ln5
Y n2’

Auffallend ist der 5-fache Zeitbedarf fiir den Ubergang im renormierten Schema, wohin-
gegen bei normalen Prozessen nur der 4-fache Wert benétigt wird. Die angegebene Me-
thode kann auch fiir viele weitere Gitter verwendet werden. Ergebnisse zur Spektral- und
der Wanderungsdimension konnen bei analogen Rechnungen als Kontrolle dienen. Jedoch
erhdlt man nur Informationen fiir ¢ — oo (bzw. u — 0). Ansonsten ist die verwendete
Methode nicht exakt, da der Vergleich der Ubergangsraten im Fall groBerer u-Werte nicht
moglich ist. Ein Ausweg besteht in der Verwendung zeitabhingiger Ubergangsraten. Dies
fithrt dann auf die Anwendung einer nicht-MARKOVschen Mastergleichung mit einem zeitli-
chen Gedéchtniskern. Dann mufl man fiir diesen entsprechende Renormierungsbedingungen
finden. Ein solcher Weg soll hier jedoch nicht weiter verfolgt werden. In dieser Arbeit wird
eine andere Methode zur Berechnung von d, verwendet. Sie bietet noch zusétzlich Aus-
sagen iiber den zeitlichen Prozef. Es besteht jedoch eine enge Beziehung zur Theorie der
nicht-MARKOVschen Mastergleichung.
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1.3 Gliederung dieser Arbeit

Anliegen dieser Arbeit ist es, ein tieferes Verstdndnis von stochastischen Prozessen in un-
geordneten und fraktalen Systemen zu vermitteln. Beide Strukturklassen rufen aufgrund
ihrer rdumlichen Beschaffenheit eine Anomalie im zeitlichen Prozefl hervor. Das Diffusions-
verhalten ist gegeniiber dem Normalfall, d.h. der Diffusion entsprechend dem F1CKschen
Gesetz, verlangsamt. Das Zustandekommen dieses ungewohnlichen Verhaltens soll in der
vorliegenden Dissertation ndher untersucht werden. Dazu werden Methoden der Skalierung
und Renormierung angewandt.

Mathematische Grundlage hierzu bildet der gut ausgebaute Formalismus des CTRW. Im
Kapitel 2 werden die dazu notigen Begriffe definiert. Als statistiche Theorie basiert der For-
malismus auf den Fundamenten der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die Physik widerspiegelt
sich dabei in der Interpretation der Grundgroflen wie etwa der Wartezeitverteilung.

Fiir den Fall ungeordneter Systeme wird im Kapitel 3 gezeigt, dafl eine anomale Diffusi-
on mehrere Ursachen haben kann. Haufig wird zur Beschreibung des zeitlichen Geschehens
der PoO1SSON-Prozefl gewahlt. Als stationédrer Prozefl gewéhrleistet dieser den MARKOV-
Charakter der Wanderung. Abweichungen von diesem Prozef§ erzeugen anomale Diffusi-
on. Auch die Strukur skaleninvarienter Systeme ermoglicht weitere Prozefiverlaufe. Je nach
Verteilung der Wartepunkte wird die Ausbreitung der Teilchen beeinflufit. Dabei wird ge-
zeigt, welche Auswirkung ein Abweichen von der gewohnlichen BROWNschen Trajektorie
hat. Als Ergebnis von Skalierungsuntersuchungen kann eine Wartezeitverteilung auch fiir
solche anomalen Prozesse angegeben werden. Mit dieser wird dann die eigentlich interessie-
rende Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Aufenthalt des Teilchens bestimmt. Diffusion wird
iiblicherweise durch partielle Differentialgleichungen vom parabolischen Typ fiir die Wahr-
scheinlichkeitsdichte beschrieben. Die hier erhaltenen Wahrscheinlichkeitsdichten gehorchen
fraktionalen Diffusionsgleichungen und sind spezielle FOX-Funktionen. Es wird der Zusam-
menhang zwischen Ordnung der Ableitung und den rédumlich-zeitlichen Prozessen erstmalig
hergestellt. Damit ist eine erneute Motivierung zur weiteren Untersuchung fraktionaler Dif-
ferentialgleichungen gegeben.

Als prozefibestimmende Grofie kann die Wartezeitverteilung im Fall endlich ramifizierter
Fraktale durch einen neu entwickelten Formalismus auf einfache Weise im Kapitel 4 be-
stimmt werden. Das betrifft sowohl die Aufstellung einer Funktionalgleichung im LAPLACE-
Raum, als auch die Losungsentwicklung der Wartezeitverteilung im urspriinglichen Zeit-
bereich nach LAGUERREschen Polynomen. Diese Darstellung ist eine spezielle Form von
Momentenentwicklung?, d.h. die Entwicklungskoeffizienten der konstruierten Reihe lassen
sich durch die Momente der Verteilung ausdriicken. Zur praktischen Umsetzung des Ver-
fahrens ist nur die Kenntnis iiber die Struktur des fraktalen Generatorbausteins nétig. Die
vorgestellte Methode ist auch auf allgemeinere Strukturtypen anwendbar, wie im Fall unge-
ordneter und stochastischer Fraktale gezeigt wird. Das ausfiihrlich beschriebene Verfahren
ist weiter ausbaufdhig. Schliefilich wird die Renormierung von Mehrzustandsprozessen un-
tersucht.

Chemische Reaktionen oder allgemeiner Umwandlungsreaktionen sind spezielle Prozef3-
typen. Dem im System vorhandenen Stoff wird ein bestimmter Zustand zugeordnet. Zu-

’Die Darstellung GAUss-artiger Verteilungen durch HERMITEsche Polynome ist hinlinglich bekannt.
Dort ist die entsprechende Entwicklung auch als GRAM-CHARLIER-Reihe geldufig.
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standsénderungen der einfachsten Art werden im Kapitel 5 beschrieben. Eine Behand-
lung von Reaktionen in rdumlichen Strukturen und auf Gittern ist durch den CTRW im
Mehrzustandsformalismus moglich. Es wird gezeigt, wie dadurch auftretende Anomalien
im chemischen Zerfallsverhalten verstanden werden konnen. Erstmals wird versucht, den
chemischen Umwandlungsprozefl in allen Zeitordnungen als renormierbaren Prozef§ zu be-
schreiben. Der exponentielle Zerfallsprozef ist hierbei eine Losung. Anomale Zerfallsprozesse
mit algebraischen Abfall sind aber auch mdoglich. Die oft untersuchte Annihilationsreaktion
wird hier unter dem Renormierungsaspekt hinsichtlich der Zeit untersucht. Es wird unter
speziellen Bedingungen die Wartezeitverteilung bestimmt. Der Raumeinflul kann durch freie
Parameter beriicksichtigt werden. Schliefllich kann fiir einfache Umwandlungen mit einem
beweglichen Zustand die Bremsung der Ausbreitung auf Fraktalen, ausgedriickt durch die
Wanderungsdimension, ermittelt werden. Dabei wird ein universeller Bremsungsfaktor zum
reinen Zeitskalierungsfaktor fiir die Wanderung bestimmt.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Theorie stochastischer Sprungprozesse in stetiger
Zeit (CTRW-Theorie)

In diesem Abschnitt soll eine Methode zur Beschreibung von Transportprozessen betrachtet
werden, die durch Einfachheit und Klarheit in ihrer Darstellung besticht. Die mathemati-
schen Grundlagen beruhen auf den elementaren Aussagen der Wahrscheinlichkeitstheorie.
Die hier beschriebene Vorgehensweise ist in der Literatur [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20]
umfassend untersucht worden und bildet die Grundlage der gesamten Arbeit. Daher wer-
den die wichtigsten Ergebnisse zusammengefafit dargestellt. Gleichzeitig werden die zum
Verstéandnis notigen Definitionen der Grundgrofien angegeben.

Wie schon die englische Bezeichnung CTRW = Continuous Time Random Walk besagt,
wird der Transport durch eine stetige Zeitvariable beschrieben. Der Proze3 kann sowohl in
einem diskreten Gitterraum mit den Ortsvektoren r = rya; + reas + r9a9 und den Basisvek-
toren a; (i = 1,2,3) als auch in einem kontinuierlichen Raum erfolgen. Dann sind aber alle
ortsabhéngigen Wahrscheinlichkeiten als entsprechende Dichten zu interpretieren. Gefragt
wird nach der Wahrscheinlichkeit

P(T, t, 0, to),

ein Teilchen am Orte r zur Zeit ¢t zu finden, wenn es am Orte ry zur Zeit ty startete. Die
Bewegung soll durch Spriinge erfolgen, wobei sowohl die Zeit ¢ zwischen zwei Spriingen als
auch der Sprungvektor s in Richtung und Betrag zuféllig sind. Als neue Grundgrofie wird
die Dichte der Wartezeitverteilung

w(s, t;ry, to)

eingefiihrt. Somit ist w(s, t; ro, to) At fiir sehr kleine, aber endliche At die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dafl im Zeitintervall [¢...¢ + At] genau ein Sprung um s erfolgt. Diese kann i.a. vom
jeweiligen Ort = (wegen auftretender Inhomogenititen) als auch vom Zeitpunkt ¢ selbst
(Nichtstationaritdt) abhéngen. Ein Endpunkte r kann in unterschiedlicher Schrittzahl n von
einem Startpunkt ry erreicht werden. Es sei

Rn(r, t, 70, to)At

die Wahrscheinlichkeit, da8 ein Teilchen den Ort r im Zeitintervall [¢...¢ + At] in genau n

11
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Schritten erreicht, wenn es zur Zeit ty am Orte ry startet. Man nennt
Rn("‘a t; o, tO)

die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte. Soll der Zielpunkt = in n + 1 Schritten
erreicht werden, so kann in n Schritten jeder erreichbare Zwischenpunkt angesprungen wer-
den und im letzten Schritt der Sprung zum Zielpunkt r erfolgen, vorausgesetzt, das Teilchen
kommt genau zur Zeit ¢ dort an. Andererseits kann auch zuerst der einfache Sprung und
dann der n-fache Sprung erfolgen. Uber alle diese unabhingigen Moglichkeiten mufl sum-

w(r—gqt—71) Ryyi(r,t;mo,to)

R,(q,7;m0, 1
(7’0,150) (q 0 0)

Abbildung 2.1: CTRW-Schema

miert bzw. integriert werden, um die Gesamtwahrscheinlichkeit zu erhalten. Es gilt somit
fiir n + 1 Spriinge:

t
RnJrl(Ta ta 70, tO) = Z /OdTU}(’T‘ - q, t— T, q, 7-) Rn(q7 T, 10, tO) (21)
q

Des weiteren wollen wir der Einfachheit halber die Ortsabhéngigkeit der Wartezeitverteilung
sowie die Abhéngigkeit von der Prozefzeit selbst als vernachléassigbar voraussetzen, d.h. wir
schreiben nur noch w(s, t). Die Gleichung (2.1) bekommt dann die Form

t
Rn-i—l(ra t; o, tO) = Z /OdTw(r— qt— T) Rn(q> T; 10, tO)? (2'2)
q

was eine einfache Faltung darstellt. Durch zeitliche LAPLACE-Transformation und rédumlich-
diskrete bzw. kontinuierliche FOURIER-Transformation gelangt man zu

Ry 1(kyusmo, to) = w(k,u) Ry (k,u; o, to). (2.3)
Nun kann R, (k, u; ry, to) rekursiv bestimmt werden. Man erhélt:
Ry (kyu; mo,t0) = w(k, w)" Ry (k, u; mo, to). (2.4)

Esist Ry(r, t; m, to) die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, in genau einem Schritt am Ort r zur
Zeit t anzukommen, wenn das Teilchen sich zur Zeit ¢ty am Ort rg befand. Der Einfachheit
halber fixiert man Ry (r,t; r, to) so, daBl die Messung mit dem ersten Sprung zur Zeit ¢, am
Orte ry einsetzt. Dann ist Ry (k, u; m, to) = w(k, u), also

R, (k,u; my, to) = w(k,u)". (2.5)
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Hiermit kann man die Wahrscheinlichkeitsdichte R(r,t;m,ty) dafiic bestimmen, dafi das
Teilchen {iberhaupt zur Zeit ¢ am Orte » ankommt. Da dies in den verschiedensten Schritt-
zahlen erfolgen kann und die somit zuriickgelegten Wege unabhingig sind, mufl man iiber
alle diese Moglichkeiten summieren. Im Fall n = 0 wird kein Schritt gemacht. Dann kann
man das Teilchen nur am Startpunkt antreffen. Die zugehorige Dichte ist d-férmig und damit
Ro(k,u) = 1. Man erhélt aus

R(’I’, t, 70, to) = Z Rn(’l’, t, 70, to) (26)
n=0
nach LAPLACE- und FOURIER- Transformation durch Aufsummation der geometrischen

Reihe
1

R(k, u; mo, to) = = wku)

(2.7)
Nun 148t sich auch die gesuchte Aufenthaltswahrscheinlichkeit P(r, t; ry, to) bestimmen. Ist
das Teilchen erst einmal in r zur Zeit ¢ angekommen, so soll es dort noch bis zum Mefzeit-
punkt verweilen. Wir fithren daher die Verweilwahrscheinlichkeit ®(¢) ein, d.h. die Wahr-
scheinlichkeit, dafl das Teilchen bis zur Zeit ¢ keinen Sprung macht. Die Wahrscheinlich-
keitsdichte w(t) dafiir, dal es einen Sprung genau zum Zeitpunkt ¢ macht (gleichgiiltig, wie
weit und wohin) errechnet sich aus:

w(t) = w(s,t). (2.8)

S
Damit ist .
O(t) =1 / dr w(r). (2.9)
0
Schliefllich kann man P(r, t; ry, tg) ausdriicken durch
t
Plrtim,to) = [ dr Rr,t =75, 10) (7). (2.10)
0
Eine einfache Darstellung von P(r,t; ry, ty) durch die Grundgrofie w(s,t) erhélt man, wenn

man zur LAPLACE- und zur FOURIER-Darstellung iibergeht. Fiir die Gleichung (2.10) heifit
das:

P(k,u;m,to) = R(k, u; o, to) P(u). (2.11)
Weiterhin erhélt man mit (2.9) noch:
1—
() = L) (2.12)
u

Beachtet man den schon berechneten Ausdruck aus (2.7), so gelangt man zur Grundglei-
chung der CTRW-Theorie:

1 —w(u) 1

P(k’au;TOatO): U 1—w(k u)

(2.13)

Wie man sieht, ist die Bestimmung von w(s,t) bzw. w(k,u) die eigentliche Aufgabe zur
Berechnung von P(r,t; m,to), d.h. die Kenntnis iiber einen Sprung ist hier ausreichend.
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Die iibliche Vorstellung des CTRW geht davon aus, daf§ sich ein Teilchen von Ort zu Ort
durch Spriinge fortbewegt. Dabei wartet es an diesen Punkten entsprechend der Wartezeit-
verteilung und springt zum Nachbarpunkt unendlich schnell, d.h. ohne Zeit fiir den Sprung
selbst zu beanspruchen. Die Rechtfertigung hierfiir ist, das bei kurzen Sprungdistanzen die
Wartezeiten, hervorgerufen durch atomare Verzogerungsprozesse wie dem Entweichen aus
einem Potentialtopf, grof3 gegeniiber den eigentlichen Flugzeiten zwischen den Orten sind.

Sind die Absténde zwischen den Raumpunkten von nicht zu unterschitzender Bedeu-
tung, so kann man die Flugphasen im Raum nicht vernachlissigen. Man beobachtet bei
nicht zu kleinem Betrachtungsmafstab eine fortwéhrende, wirre Ausbreitung des Teilchens.
Nach ihrem Entdecker wird sie auch als BROWNsche Bewegung bezeichnet. Von diesem
Standpunkt aus ist jeder grofle Sprung zusammengesetzt aus immer kleineren Spriingen.
Diese Sprungpunkte markieren einen Weg. Durch Verfeinerung des Zeitrasters bilden diese
Punkte die Spur oder Trajektorie des Teilchens. In diesem Bild ist es zweckmé&fBiger von einer
Wanderung entlang dieser Trajektorie zu sprechen. Die Raumstruktur hat dabei einen ent-

L

Abbildung 2.2: BROwNsche Wanderung

w(r, t)

scheidenen Einflul auf die Zusammensetzung des resultierenden Sprunges. Diese kann mit
einer Zerlegung des Gebietes in immer kleinere Abschnitte kombiniert werden. Es gibt somit
eine Verteilung, die zum Ausdruck bringt, wie lange sich ein Teilchen in solchen Abschnitten
aufhélt. Ein solches Verhalten kann man auch als Warten bezeichnen, wenn es nach einer
gewissen Zeit t das Gebiet verlafit. Eine solche Wartezeit ist charakteristisch nur in den
Grenzen dieses Gebietes. Vom Standpunkt der urspriinglichen Interpretation des CTRW
braucht man fiir diese nur einen représentierenden Punkt, etwa den Massenmittelpunkt, um
sagen zu konnen, es wird von Punkt zu Punkt gesprungen. Die Bestimmung dieser Warte-
zeitverteilungen erfolgt durch geeignetet geometrische Modellbildung. Die Form der Gebiete
kann dabei sehr verschieden ausfallen, so z.B. faserférmig. Ein Zusammenfiigen dieser kann
sowohl punkthaft als auch flichig erfolgen. An der mathematischen Form der Theorie zur
Beschreibung der Wanderung &ndert sich jedoch nichts, nur in der Art der Interpretation
der Wartezeitverteilung. In dieser Arbeit wird iiberwiegend das Bild der kontinuierlichen
Wanderung verwendet. Die Raumstruktur wird dabei in differentielle Elemente zerlegt.

2.2 CTRW mit mehreren inneren Zustanden

Wir wollen annehmen, dafl das wandernde Teilchen sich an den Gitterpunkten in bestimm-
ten Zustédnden (z.B. Energiezustdnden) befinden kann. Um dies zu beriicksichtigen, fiihren
wir zur Charakterisierung des jeweiligen Zustandes Indizes ein. Dabei wird zunéchst vor-
ausgesetzt, daBl deren Anzahl endlich ist, so z.B. N. AuBlerdem soll der Anfangszustand
beriicksichtigt werden, aus dem das Teilchen startet. Wir driicken somit die Wahrscheinlich-
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keitsdichte dafiir, dal das Teilchen sich Startzeit ¢y am Ort =y im Zustand j befand und sich
zur MeBzeit ¢ am Ort rim Zustand ¢ aufhélt, durch P;;(r, ¢; ro, to) aus. Der Ubergang von
einen Ort zum anderen und damit von einem Zustand in den neuen (bzw. gleichen) wird
durch die Wartezeitverteilung wp,, (s, t) gekennzeichnet. Dabei erfolgt ein Ubergang vom
Zustand n in den Zustand m nach der Zeit ¢, wobei um s gesprungen wird. Ahnlich dem
Vorgehen im letzten Abschnitt fithrt man eine Dichte R;;(r,t; ro, to) dafiir ein, das Teilchen
unmittelbar nach genau n Schritten am Orte r zur Zeit ¢ im Zustand i anzutreffen, wenn es
sich zur Startzeit ¢y am Orte r im Zustand j befand. Dann erhélt man fiir n 4+ 1 Schritte:

t N
R (s tim0,t0) =Y /OdTZwﬂ(q, T) R\ (s — a,t — 5 10, ). (2.14)
q =1

Man erkennt, daf iiber alle Zwischenzusténde [ summiert wird. Die Verkniipfung der einzel-
nen Elemente durch die Summationsvorschrift entspricht genau der Matrixmultiplikation.
Daher kann man auch schreiben:

R(nJrl)(s t,ro,to) = /dTW q,t )R(n)(s— q,t —T;m,to). (2.15)

Dabei sind R™ und w die Matrizen, gebildet aus den Elementen R;; und w;;. In dieser
Schreibweise dhnelt die Darstellung der aus dem vorigen Abschnitt. Wir gehen wieder zur
LAPLACE- und FOURIER-Transformation iiber und erhalten:

R (k1) = w(k,u) R™ (k, ). (2.16)
Diese Rekursionsvorschrift hat als Losung:
R™ (k,u) = w(k u)" RO (k,u). (2.17)

Dabei ist R (k,u) die Verteilung, bei der noch kein Sprung gemacht wurde, also die An-
fangsverteilung Startet das Teilchen genau zum Zeitnullpunkt vom Koordinatenursprung,
so ist R (k,u) die N x N-Einheitsmatrix. Die Wahrscheinlichkeit, da8 sich das Teilchen
genau zur Zeit t am Orte s befindet, gleichgiiltig wie viele Spriinge es gemacht hat, ist
gegeben durch

Rz] S, t ’I’(),to Z R S t, To,t0> (218)

und somit ist! .
R(k = 2.19
B0 = 2.19)

Um nun die gesuchte Aufenthaltswahrscheinlichkeit P;;(r,¢; ro, to) zu bestimmen, mufl man
bedenken, dafl der Mefizeitpunkt nicht genau mit einem Sprungereignis zusammentreffen
mufl. Das Teilchen kann sich zwischen den Sprungzeitpunkten mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit ®;(¢) am Orte r im Zustand i aufhalten, bzw. verweilen. Man erhélt also:

t
PZ']'(’I‘, t, 70, to) = /OdT q)l(t — 7') Rij(r, t, 0, to) (220)

'Hier und im Welteren wird aus stilistischen Griinden zur Bezeichnung der Inversen A~! einer Matrix
A symbolisch oft auch & + geschrieben. Uber dem Bruchstrich diirfen nur solche Matrizen stehen, die mit A
kommutieren.
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Es ist aber: N
t
o;(t) = 1 —/dfzzwﬁ(q,f). (2.21)
0 g =1
Dabei kann natiirlich bei einem raumlichen Sprung in denselben Zustand gesprungen werden.
Transformiert heifit das:

By(u) = (1 S (k= 0, u)) | (2.22)

U =1

Wir fithren noch die Abkiirzung w;(u) = S, wy;(k = 0,u) ein und erhalten mit wp(u) als
Diagonalmatrix gebildet aus den w;(u)

1 — w;(u)

Pij(k’ u) = u

oder in Matrixform
I—wp(u) 1

u I—w(ku)

P(k,u) = (2.24)
Der Mehrzustandsformalismus gestattet die gleichzeitige Behandlung verschiedener Sorten
(etwa Atome), welche ihrerseits mehrere innere Zusténde besitzen konnen. Durch diese fei-
nere Unterteilung erhoht sich die Ubersichtlichkeit der Darstellung des Transfergeschehens.
Man braucht die Matrix nur in dem Sinne zu erweitern, dafl jeder Sorte eine Matrix mit
Elementen, die den inneren Zusténden entsprechen, zugeordnet wird. Betrachten wir z.B.
ein zweisortiges Problem mit den Sorten A und B. Die erstere habe nur einen inneren Zu-
stand und die andere zwei innere Zustédnde. Dann erhalten wir eine Matrixdarstellung der
Form:

AA AB AB
wAA  wAB W11A Wit Wi
_ _ B BB BB
W = (WBA WBB) = | Wi Wi Wi
BA BB

BB
Woim Wy Wy



Kapitel 3

Ungeordnete Systeme

Unordnungseffekte konnen eine Anomalie im Diffusionsverhalten zur Folge haben. Diese tre-
ten beispielsweise in pordsen Stoffen mit feiner Kanalstruktur auf. Vielfach zeigt sich dabei
ein skaleninvariantes Verhalten der Struktur. Betrachtet man die Feinstruktur nicht all zu
sehr im Detail, so kann man fiir solche Systeme Aussagen iiber die ablaufenden Prozesse
machen. Allgemein interessieren uns hier nur mittlere Aussagen wie das radiale Verhalten.
Daher wird die Winkelabhéingigkeit als vernachlassigbar angesehen. Aufgrund dieser Eigen-
schaften bietet sich eine Skalierungsmethode zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsdichte
und der daraus abgeleiteten Grolen an. Der Einfachheit halber setzen wir eine Entkopplung
von rdumlichen und zeitlichen Prozessen voraus. Welchen Einflul eine Korrelation dieser
haben kann, soll kurz angedeutet werden.

Gewohnlich beschreibt man die Diffusion durch entsprechende partielle Differentialglei-
chungen. Die CTRW-Theorie bringt jedoch mehr Versténdnis in die ablaufenden Prozesse,
weshalb diese Methode hier vorgezogen wird. Eine Verbindung zur differentiellen Beschrei-
bung bringt der fraktionale Kalkiil. Die hiermit aufgestellten Gleichungen sind kanonische
Erweiterungen der klassischen Theorie.

Zum Schlufl untersuchen wir noch eine Klasse anisotroper Diffusionsprozesse mit Skalen-
invarianz fiir die jeweiligen Raumrichtungen. Die vollstdandige Darstellung aller Moglichkei-
ten ist dabei zu umfangreich und wird daher nicht weiter verfolgt. Einige spezielle Eigen-
schaften sollen jedoch erwahnt werden.

3.1 Isotrope Wanderung

Viele Naturgesetze gelten iiber einen groflen Raum- bzw. Zeitbereich. Dies findet seine
Widerspiegelung in der Ahnlichkeitsformulierung ihrer MeBgroBen. Bekannt ist dies bei
der Navier-Stokes-Gleichung, wo dieser Sachverhalt bedeutsam bei der Modellierung mit
mafstablich verkleinerten Originalen ist. Aber auch das dritte Keplersche Gesetz ist ein Bei-
spiel hierfiir. So wird man dies auch von der Wahrscheinlichkeitsverteilung erwarten konnen,
wenn sich die rdumliche Beschaffenheit {iber grofie Bereiche hinsichtlich der Skalierung nicht
andert.

Unter isotroper Wanderung wird ein Prozefl verstanden, bei dem die ausgewéhlte Rich-
tung einem Gleichverteilungsgesetz gehorcht. Jeder spezieller Weg, den ein Teilchen zuriick-
legt, wird als eine Realisierung betrachtet.

17
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Hat man eine Beschreibung fiir den Ort r und den Zeitpunkt ¢t und méochte eine fiir den
Ort 7" = ar und den Zeitpunkt ¢ = St, so wird man fordern:

P(r,t) =~ P(ar, 5t).

Der Faktor v wird durch die Normierung der Wahrscheinlichkeitsdichte festgelegt zu v = a¢.
Somit ist dann auch:

P(r,t) = o P(ar, pt). (3.1)

Diese grundlegende Eigenschaft kann man z.B. fiir die GAUSS- bzw. CAUCHY-Verteilung
bestétigen. Die Gleichung (3.1) kann man als Funktionalgleichung ansehen und in Abhéngig-
keit von den Parametern losen. Jedoch wird die Losungsmenge so grofl sein, daf§ man Ein-
schrankungen machen mufl. Auflerdem findet man durch Bildung des j-ten Moments auf
beiden Seiten von Gleichung (3.1) und Vergleich mit dem angenommenen asymptotischen
Verlauf .

(r?) ~ tu (3.2)
die Beziehung:

B =at. (3.3)

Durch LAPLACE- und FOURIER-Transformation von GI.(3.1) erhélt man:
P(k,u) = p P(ak, fu). (3.4)
Aus der CTRW-Theorie ist fiir P(k,u) folgende Darstellung bekannt:

Pk u) = % w(u>1_ (s (3.5)

bt 1 —w(u)

Von w(l,t) verlangen wir eine Separation in w(l,t) = p(l) w(t) bzw. w(k,u) = p(k)w(u).
Dies bedeutet eine Unabhéngigkeit der rdumlichen und zeitlichen Sprungereignisse. Beriick-
sichtigt man dies in GI.(3.5), so folgt daraus:

P(k,u) = % w(u)l :
1+ m(l — p(k))
Mit der Substitution waw(u)
o) = 70
gelangt man schlielich zu:
1

P(k,u) = (3.6)

u+ ¢(u)(1 —p(k))
Wegen (3.4) gilt folgende Beziehung:

8 P(ak, fu) = ﬁ — Pk, u).

 Bu+o(Bu)(1 - p(ak))
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Dies gibt dann durch Vergleich mit (3.6) die Gleichung
B (u+¢(u) (1= p(k)) = Bu + ¢(fu)(1 — p(ak)).

Diese Beziehung 148t sich in einen nur von w bzw. k£ abhédngigen Anteil zerlegen:

Bo(u) _ 1 —p(ak)
o(Bu) 1 —p(k)

Die linke und rechte Seite miissen konstant x sein, da v und k& unabhéngige Variablen sind.
Somit haben wir zwei unabhéngige Gleichungen, die eine zur Bestimmung von ¢(u), die
andere zur Bestimmung von p(k). Man erhélt folgende Losung

p(k) =1 —(gk)" f(k), (3.8)
wobei f(k) = f(ak) sein muB. Setzt man f(k) = h(q) mit ¢ = 2% so ist h(q) = h(q+ 1),

Ina?

d.h. h(q) ist periodisch in ¢ mit der Periode 1. Nun lafit sich o durch Einsetzen von (3.8) in
(3.7) bestimmen. Es ist a” = &, also

= K. (3.7)

In k
o=—"
In o

Aus (3.7) 148t sich nun auch ¢(u) bestimmen. Eine Losung fiir f¢(u) = ko(Su) ist

é(u) = const. u' "y (u),

mit p = }E—g und x(u) = x(fu), wie man durch Einsetzen bestétigt. Vernachlédssigt man
Oszillationen, wie sie durch x(u) beschrieben werden, so kann man y(u) = 1 setzen. Nimmt
man des weiteren an, dafl f(k) iiber einen groflen k-Bereich konstant ist (zumindest fiir

kleine Werte k), so erhélt man fir P(k, u) folgenden Ausdruck:

1
u + const. ul=rko’

P(k,u) = (3.9)

Der Fall g = 1 fiihrt zu den bekannten LEVY-Verteilungen. Die hier erhaltene Funktionen-
klasse mit den Parametern ¢ und p ist aber noch reichhaltiger und soll im weiteren néher
untersucht werden. Auflerdem 148t sich w(u) bestimmen zu

1

= T o0 (3.10)

w(u)

Wenden wir uns nun der Riicktransformation von Gleichung (3.10) zu. Durch Ausklammern
des Ausdruckes (bu)" auf der rechten Seite erhalten wir:

w(u) = i (=1)" (b)Y

Gliedweise Ricktransformation liefert schliefilich:

i

o= ()" S )
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Diese Reihe ist absolut konvergent. Aus numerischen Untersuchungen kommt zu der Er-
kenntnis, dafl der zuléssige u-Parameterbereich auf 0 < p < 1 beschrankt ist. Nur so sichert
man die Positivitdt von w(t). Fiir den Fall g = 1 erhalten wir den gewthnlichen exponenti-

ellen Abfall:
w(t) = b texp(—b't).

Hierbei hat b die Bedeutung einer mittleren Wartezeit < ¢t >= T. Ansonsten erhalten wir
asymptotisch fiir kleine ¢ einen algebraischen Abfall mit t*~!, der Fall groer Zeiten wird
spater betrachtet. Die Riicktransformation von (3.9) ist nicht so einfach moglich. Losungen
erhdlt man jedoch durch Anwendung der Fox-Funktionen [21, 22, 23]. Anstatt der zeitlichen
LAPLACE-Transformation betrachten wir die MELLIN-transformierte Gréfie. Der Ubergang
ist dabei gegeben durch

P(k,s) = 1_8/duu8 ,u)

bzw. mit dem betrachteten Beispiel

P(k L™ u!
= — R 3.11
(k. 5) F(l—s)/o o ut 4 (ck)? (3:.11)
Die Integration 1a8t sich einfach durchfithren. Man erhélt:
1 ., T(1=2)0(%)
P(k = —(ck) »® ———— L _F° 3.12
(k) =~ (eh) 5" (3.12)
Die Fox-Funktionen ( :
HMN :HMN( eI P) 1
PQ (2) rPQ (# (b3.85) 1. (3.13)
werden am einfachsten durch ihre MELLIN-Transformierten charakterisiert. Es ist
A(s) B(s)
HMN(g) = 222227 3.14
PQ (S> C(S) D(C) ( )
mit
M N
A(s) = H L (b; + Bys) H (1 —a; —ays)
it i
JQ P
C(s)= [I T(A—=0b;—p;s) D(s H (aj + ays)
Jj=M+1 =N+
wobei 0 < N < P,1< M < Q,(aj,0;): 1< j < P, j,ﬁj) 11 < j < Q gilt. AuBerdem sci

die Menge der Polstellen von A(s) und B(s) disjunkt und

Q P
0=> Bj=> a;>0.
j=1 j=1

Letzte Bedingung sichert die Analyzitit von Hpg' (). Dann ist

Hpg'(z) =— > res (Mf) . (3.15)
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Summiert wird iiber alle Polstellen von A(—s). In unserem Fall ist

A(s):F(%), B(s):F(l—%), C(s)=T(1—s), D(s)=1

und somit 6 =1, M =1, N=1, P=2, (Q = 2. So erhalten wir:

o 1 11 g (0 1)(1 0)
P(k,t) = pHm ((ck)ut\(o o 1)) (3.16)

Fiir die Fox-Funktionen gilt allgemein folgende Beziehung:

(aj,o5)j=1,....p (aj,nag)j=1,....p
HMN< ]”):HMN<” ’ > 3.17
PQ\ (b8, 1EPQ by 8,521, (3.17)
G1.(3.16) lautet dann:
| 1 1(0,7)(1,0)
P(k,t) = —HY (ckta (0%)(0’%)) . (3.18)

Wenden wir uns nun der rdumlichen Riicktransformation zu. Diese ist fiir isotrope Verhélt-
nissen gegeben durch:

P(r,t) = (27) 27t %’/ Ak kS Ty (rk) Pk, 1).

Hierbei ist J 4 die BESSEL-Funktion der Ordnung £ — 1. Durch MELLIN-Transformation
dieser Glelchung beziiglich r erhélt man:

d
P(h,t) = (2m) "% Js_, <h +1-— 5) P(d— h,t).
Die MELLIN-Transformierte .J %_1(11) 148t sich leicht bestimmen. Fiir P(h,t) auf der rechten

Seite verwendet man GI.(3.18) und beachtet, daf jetzt k die Variable der Transformation
ist. Man erhélt:

cte D TA -4+ )P — (1 - &) —
P(h,t):( )Q(zcﬁ) 2 2 oo
(1)’ P— (-2 - 51— L+ Lh)
Es ist also
h d h d h
Ah)=T|(=-|T (1 —-—+— B(h)y=T{1—-[1——]——
mor(e)r(=7e3)  sm=r((-5)-0)
d\ _h B,
mor(=(=5)-3)  po-r(-ged)
und folglich d =1—-£ M =2 N =1, P=2, Q = 3. Somit gelangen wir zu
1 u—4% roj1-4,0)(-pd.h)
Plrt) = — (%) * h3 )
(rf) =5 mete) = s {5 lopu-2. b0 2)
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mit o > p. Wir finden einen zeitlich asymptotischen Verlauf der Form:
P(ro,t) ~ t 4%

Vergleichen wir den Exponenten mit der Definition der spektralen Dimension d, definiert
durch ;
P(To,t) ~ tia,

so fithrt das auf die Bezichung:
d=2d4%.
o
Da in dieser Gleichung das Verhéltnis £ eingeht, wird der Parameter x herausgekiirzt und
beeinflult somit das Ergebnis nicht. Auch die Momente (r7) lassen sich leicht berechnen.
Denn es ist .
. 2
(1) = sé) P(h=j+d,t)

und demnach

Qe

(e,

< j> 2HT(EHT(1+ )T (=
) = . -
cT(4) (1 + L) (-1)
d.h.
<7"j> ~ 5,
Vergleicht man dies mit der Relation (3.2), so ergibt sich

dy = g > 1,
7

was mit GL.(3.3) nach Einsetzen der Ausdriicke fiir ¢ und g ibereinstimmt. Auch hier
geht der Parameter x nicht ein. Damit die Momente monoton steigen, mufl ¢ < 2 gewahlt
werden, und damit diese endlich bleiben, j < ¢. Der Fall 0 = 2 macht da eine Ausnahme,
fiir ihn sind alle Momente endlich. Anomale Diffusion kann sowohl durch ein ¢ # 2 als auch
i # 1 verursacht werden. Eine Abweichung beider Parameter vom Normalfall ist gleichfalls
denkbar.

Betrachten wir nochmals die Riicktransformation von w(u). Jetzt soll dies iiber die
MELLIN-Transformierte geschehen. Es ist mit (3.10):

1 o 1
w(s) = F(l—s)/o e )

Man erhalt: . .
bs—l (=\I'(]1 — =2
ey = P IO T )
o I'(1—ys)

Wir wollen das Ergebnis durch die Fox-Funktion ausdriicken. Es ist:

Als) =T (1-142); M=1 B(s)=T(1-(1-%)-=2); N=1

Cs)=T(1-5); Q=1 D(s)=1; P=2.
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Die Losung lautet:

1 £\#a-2 00,
w(t) = Ha <<5) P ”1)(10)>. (3.19)

(17i71)(07,u')

Fiir w(t) kann man im Fall grofer Zeiten ¢t und 0 < g < 1 eine asymptotische Entwick-
lung angeben. Dafiir benutzt man anstelle der Polstellen von A die von B und #&ndert das

Vorzeichen in (3.15): BN (Sl gty
w0~ (5) X G)

n=1

Fiir sehr grofle Zeiten erhélt man einen Abfall der Form
w(t) ~tH (3.20)

fiir kleine Zeiten hingegen einen mit t#~1.
Es ist nun auch moglich, die n-Schritt-Wartezeitverteilung w™ (¢) zu bestimmen. Fiir
die LAPLACE-transformierte Grofle gilt allgemein:

In unserem Beispiel ist dann
w™ (u) = (14 (bu)")™". (3.21)

Auch hier ist die Riicktransformation einfacher, wenn man zur MELLIN-Transformierten
iibergeht. Diese ist:
o T T - )

w™(s) = =
(5) w (1 —=s)(n)

Die Momente (#/) fiir diese Verteilung berechnen sich aus

<tj> —w"(s=14j) = EF(_%)F(TL i %L)

L(=j)L(n)
mit j < p < 1. Schliellich kann man die Verteilungen explizit angeben:
bt E\Ha-5.110
™(t) = —— Hpy (—) " : 3.22
W (D) (n—1) "% < b ‘(nﬁ,n(o,u) (3:22)

Die Reihenentwicklung hierfiir lautet:

w(")(t): t! (E)”ni(—l)i I(n+1) (E)m

['(n)\b il D(u(i+1)) \b
Die Riicktransformation von p(k) zu p(l) ist gegeben durch:
—d g d [ d
pll) = (@m) 2 0% [TdkkE Ty (k) p(k)
0 2

— (27r)gl1_%/ooodk:k:g Ja (K1) (1~ (k)" f(K)) (3.23)
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Die Verteilungsfunktion im Einbettungsraum der Dimension d erhélt man aus:

d /dxx -1
2

Man setzt nun p(l) aus (3.23) ein und erhalt mit der Rekursionseigenschaft der BESSEL-
Funktion

d a _ .a
7, (Fa(2)) = 2 (2)

den Ausdruck

M) = T / dk kS s (kL)(1 — (gk)° f (K))
— 1 —gai(—%;l% /Ooodk: KT (KD) £ ()

bzw.

=1 (1) g [0 ()

Fiir groBe Werte [ ist f(7) nahezu konstant. Daher gilt fiir solche Werte:

l —0
L()=1- <—> : (3.24)
€
Die Wahrscheinlichkeit Pr(s > [), dal ein Sprung mit einer Lange s > [ erfolgt, ist gegeben
durch:

Pr(s > 1) = 1 — L(I) = (f>o.

Dies ist der Fall einer hyperbolischen Verteilung der rdumlichen Verzweigungspunkte. Die
Gesamtheit dieser Haltepunkte kann in Abhéngigkeit von ¢ Verklumpungen im Einbet-
tungsraum aufweisen. MANDELBROT [4] spricht hierbei von LEVY-Staub. Dieser ist i.a. eine
fraktale Menge. Wie nun gezeigt wird, ist der Parameter o gleichbedeutend der HAUSDORFF-
Dimension der Trajektorie, die solche Punkte miteinander verbindet:

Dy — — lim In N(n)
n—>0 Inn

(3.25)

N(n) ist die Anzahl der Elemente beziiglich des MaBstabes 7, in unserem Fall also die
Gesamtzahl der Spriinge in der Kugel mit dem Radius . Man erhélt:

= > ). (3.20)

Dabei ist p(™(n) die Wahrscheinlichkeit nach genau n Schritten einen Gesamtsprung der
Lénge 1 zu machen, d.h. es ist

271'% n

(n) _ d—1, (n)

p™(n) = /drr p"(r). (3.27)
L) b
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Wir ersetzen p™ (r) durch deren FOURIER-Transformierte und erhalten

21-3

(g

Die Grofie p™ (k) 148t sich sehr einfach aus dem Faltungssatz gewinnen. Es ist:
p™ (k) = p(k)".

Wenn man (3.28) in die Ausgangsgleichung (3.26) einsetzt, dann gelangt man nach Sum-
mation zu:

p"(n) =

/ “dr / Cdk K Ta_ (kr) p (k). (3.28)
0 0 2

N(y) = 24 /"d d—lfoodkk%J (hr) ———
Pk -1 T )

Mit der Rekursionseigenschaft der BESSEL-Funktion kann dies vereinfacht werden zu:

(3.29)

N = Fs AR 00 g ok)

Unter spezieller Beriicksichtigung von (3.8) heifit das:

N(n) = % (ng)” /Ooodyy%‘”Jg(y) <f <%>>1

2
Bei einer Wahl von 7,, = const. ™™ ergibt sich die Beziehung

N (1) = const.a™ 7™
und somit ist fiir m — oo
D, =o. (3.30)

g

Ergénzend sei bemerkt, dafl wegen d,, = " mit p < 1 die Relation d,, > o gilt. Das hat
seine Ursache darin, dafl zur Bestimmung der Wanderungsdimension mehrfach aufgesuchte
Punkte (sich schneidende Trajektorien) auch mehrfach erfafit werden. Bei der Bestimmung
von o ist dies nicht der Fall. Die Gleichheit von d,, und o gilt im Fall 4 = 1, dem zeitlichen
Po1SSON-ProzeS.

3.2 RAaumlich-zeitliche Korrelation

Entsprechend ihrer Energieverteilung im System kénnen die Teilchen nur solche Geschwin-
digkeiten annehmen, die einer solchen Verteilung gehorchen. Es besteht damit eine Abhén-
gigkeit zwischen dem zuriickgelegten Wegabschnitt und der dafiir benétigten Zeit. Bisher
wurde diese Korrelation unberiicksichtigt gelassen, d.h. es wurde zugelassen, daf§ die Ereig-
nisse Sprungdistanz und benétigte Zeit unabhéngig voneinander sind. Dies fand seine Wi-
derspieglung in der Separation der Wartezeitverteilung w(s, t) = p(s) w(t) fiir einen Sprung.
Um nun auch die Korrelation zu erfassen, gehen wir von der Ausgangsgleichung (3.5) aus.
Die Skalierungsbeziehung (3.4) fithrt dann auf die Relation:

1 —w(pu) _1- w(ak, fu)
1 —w(u) 1 —w(k,u)
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Wir fithren als Abkiirzungen ein:

w(u)

Mt = 1= w(ku)’

L(k,u) =

Somit ist folgende Funktionalgleichung zu lésen:

M (u) _ L(k,u)
M(Bu)  L(ak,Bu)

In der Annahme, dafl der Limes u — 0 existiert, erhdlt man fiir L die Bedingung:

L(k,0) . M(u)

L(ak,0) w20 M(Bu)’

Nimmt man an, da8 M (u) fiir kleine u einem Potenzgesetz gehorcht, also
M (u) = const.u™ (1 +---)

mit 0 < p <1, so ist
] — B
25wy

und demnach L(k,0) = fL(ak,0), d.h. L(k,0) = const. k=7 mit

0= pm >0,
In o

Fir k — 0 ist dann noch
L(0,u) = M(u),

da wegen der Normierung w(k = 0,u) = w(u) gilt. Wir machen den Ansatz:

M{(u)
14+ aurke + C(k,u)

L(k,u) =

mit C'(0,u) = 0. Diesen Ansatz priifen wir mit der Funktionalgleichung und erhalten die
Bedingung:

C(k,u) = C(ak, pu). (3.31)
Damit 148t sich fiir w(k, u) auch schreiben:

w(u)

k = 1-
w(k, u) L0k, )
1— w u)
= 1—- HET 4+ C(k .

( () au + C( ,u)))

Im Fall der Separatlon w(k,u) = w(u)p(k) fanden wir w(k,u) = w(u)(1 — const. k%) mit

w(u) = (1+ (bu)")"", d.h. hier ist
C(k,u)=0
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Man kann auch sagen, falls C'(k,u) = 0 ist, dann sind die Spriinge raumlich-zeitlich unkor-
reliert. Fiir korrelierte Prozesse erhélt man eine Korrektur in P(k, u):

1
u + const. ul#k? + uC(k,u)’

P(k,u) = (3.32)

Die genaue Form der Korrelation bleibt hier noch unbestimmt. Zu deren Bestimmung ist die
Kenntnis der Geschwindigkeitsverteilung notwendig. Entsprechend dieser wird die Léange des
zuriickgelegten Weges mit der dafiir gebrauchten Zeit gekoppelt. Da sich die Verhéltnisse
zumindest in der Anfangsphase sténdig dndern, miissen hier Nichtgleichgewichtsprozesse
betrachtet werden. Deren Untersuchung soll aber nicht Aufgabe dieser Arbeit sein.

3.3 Anisotrope Wanderung

Wir wollen nun den Fall untersuchen, bei dem die Isotropie der Bewegung gestort ist. Dies
bewirkt zumindest eine unterschiedliche Skalierung hinsichtlich der Koordinatenachsen und
somit verschiedene rdumliche Skalierungsfaktoren. Die Wahrscheinlichkeitsdichte soll wie-
derum einem Skalengesetz gehorchen:

VP (121, oy, azxz, ft) = P(x1, 19, 73, 1).
Der Faktor v wird durch die Normierung festgelegt. Damit ist dann:
gz Panmy, oy, 3w, ft) = Py, 19, 73, 1), (3.33)

Fiithren wir nun auf beiden Seiten der Gleichung eine FOURIER- und LAPLACE-Transforma-
tion durch, dann gelangt man zu :

BP(quhaﬂ{?Q,Oélkg,BU) = P(kl,kmk’gau)'

Der Formalismus der CTRW-Theorie 148t sich auch fiir diesen Fall anwenden. Es ist:

1

1
P(kla kQa k37u> - E U}(U) _ U}(lﬁ, kQ, ]{]3, U) : (334)
1+
1 —w(u)
Wir machen wieder den Separationsansatz:
w(k17 k:27 k:37 U) - p(kla k2a k3) w(u)
und gelangen wie im isotropen Fall zu
() = — (3.35)
w(u) = —— .
1+ (bu)"
mit g = 2% und zu der Funktionalgleichung fiir p(ky, ko, k3):

Ing
1-— p(O[k’l, Oék?g, O[k’g) =K (1 — p(kﬁl, k?g, k?g))
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Wir fordern, da p(z1, z2, x3) reell sein soll, die Bedingung
p(k1, k2, k3) = p(—k1, —k2, —ks) (3.36)
und beschranken uns damit im weiteren auf positive k;; ¢ = 1,2, 3. Es sei nun
p(ki, ko, k3) =1 — f(ki, ko, k3).
Man erhélt somit die Funktionalgleichung
flanky, agky, azks) = k f(ka, ke, k3).

Da die Bewegung in die einzelnen Richtungen unabhéngig erfolgen soll, verlangen wir die
additive Separation in der Form:

f(ky, ko, k3) = dik]* + dok3? + dsks®.
Das ergibt folgendes System von Bedingungen:
Ink =01Ina; =oylnay = o3lnas.
Allgemeiner kann man folgende Losung angeben:
f(ky, ko, ks) = (dikT + dok3? + dsk$?) h(ky, ko, ks3)

mit der Forderung:

h(lﬁ, ko, k?3) = h(qu‘l, ks, @3k3)-

ki ynd h(ky, kg, ks) = g(21, 22, 23), so ergibt sich die Forderung

In oy

Setzt man noch z; =
g(z1,20,23) = g(z1 + 1,20 + 1,25 + 1).
Es soll nun der Einfachheit halber h(ky, ks, k3) = 1 gehalten werden. Somit ist:
p(ky, ko, ks) =1 — (dik' + dok3? + dsk3?) .

Dann erhilt man fiir die transformierte Wahrscheinlichkeitsdichte den Ausdruck:

1

P(ky, ko, k =
(K1, ko, ki3, u) w4+ w1 (e kT 4 cokS? 4 csk$?)’

wobel die Konstanten g—j durch ¢; ersetzt wurden. Die rdumliche Riicktransformation ist
gegeben durch

P(xy, 72, w3,) = (21) / / / ks dkey dley Qi k1o Hhavathas) p(pe o g )

—OC—0OC— 00

und wegen (3.36):

[e el cle ¢}

P(z1, 79, 13,1) =7 /// dks dky dky cos(kyxy) cos(kows) cos(ksws) P(ky, ka, k3, t).
000
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Die zeitliche Riicktransformation ist analog dem isotropen Fall. Damit ist

[eclecle 0}

P(xqy,z9,29,t) = —/// dks dky dky cos(kyxq) cos(kems) cos(kgzs) X
000

0,1)(1,0
><H2121 ((clki‘l + czkg2 + c;:,k?)ﬁt‘io i;io 1;) . (3.37)
7“ 9

Zur weiteren Auswertung des Integrals geht man wieder zur MELLIN- Transformation tiber:

[eclecle e}

P(s1, $2,83,t) // dzy dwy dos 23 o e P (2, 2y, 13, 1),
000

Man erhélt wegen

/Oodxi 257 cos(kix;) = ki 5T (s;) cos <S;7T)
0

mit 0 < s; <1

3 [e el eloe]
P(s1, 89, 83,t) = 7T_3H <F(s cos< )) ///dk1 dko dks ki * kg %2 kg % X
=1 000

- o o (0,1)(1,0)
XH2121 ((Clkfll + 02k22 + Cgk??’g)tu‘(o 1)(0 H))

Es wurde zusétzlich noch (3.17) verwendet. Durch die Substitutionen
v, = Cz‘k’?it‘u, E; = 1=s

op)

mit ¢ = 1,2, 3 gelangt man zu

i 1 s;—1
P(s1, 82,83, t) = a3 H ( ) cos (S;) ;(cit“) 7 ) X

000000 B (0,1)(1,0)
e1-1, 21 v 1ryll

// dvy dvg dvs vi' ™ vy Hy (Ul tut Ug‘(oyl)(oyu)) .

000

Um die Integration ausfiithren zu konnen, ist es notwendig, weitere Transformationen durch-
zufiihren:

wy = v +v2+u3
Wy = Vg + U3
wy = U3
Es ist mit o000
- (0,1)(1,0)
1= T i amavshia |
vy dvg dug v1t vy 22 (V1 V2 F U3‘(o,1)(0,u)
000
folglich auch
w1 w2

—1 —1 (071)(170)
I=2 /dw1 dwy [dws w5 (wy — ws)™ " (wy — wy)™ " Hay (wl‘(O,l)(O,u)) .
0 0



KAPITEL 3. UNGEORDNETE SYSTEME 30

Weiterhin machen wir die Substitutionen
W3 = Wz 23, Wz = W1 22, W =2

und erhalten

1

0o 1
0,1)(1,0
J =23 /d21 /d22 dzg 258 tppatesly siteatesl] 23) (1 — ) T HL <21‘E0 1;E0 u))> )
o 0 0

Die Integrationen lassen sich nun leicht ausfithren unter Beachtung der Definitionen der
Beta-Funktion und der Fox-Funktion:

3T(e1)T(e2)T(es)T(1 — (&1 + &2 + 53)).

I1=2
F(l—ﬂ(€1+€2+€3))

Zusammenfassend erhalt man:

P(s1, 89,83, t) = <g)3 ﬁ <F(si) oS <S;7T) i(cit“)sif;) X

T =1
F(lgfl)r(lgf)r(1;353)F(1—|— (1;91 + 1;282 + 1253))
C(tn (5 5+ ) |

)

X

Zur besseren Ubersicht ist noch folgende Beziehung niitzlich:

['(s;) cos <S;7T) =25 N /x Frésjs?)

Damit gelangt man schliefSlich zu:

P(Sl, S9, S3, t) = <l>3 ] <%> 22__1 (Citu) Si(’i1> X
D5 T () (1 (5 + 15+ 50))
() (s )
Im Fall 4 = 1 und 07 = 09 = 03 = 2 vereinfacht sich dieser Ausdruck erheblich und man

gelangt nach Riicktransformation wie erwartet zur GAUSS-Verteilung.
Fiir die Momente in die einzelnen Richtungen erhélt man:

(al) ~ 75 i =1,2,3 (3.38)

Dann ist die Wanderungsdimension entlang der Achse z; bei Normierung entlang der anderen
Achsen:
dy, =

k3

o
—. 3.39
p (3-39)
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3.4 Diffusion im fraktionalen Kalkiil

3.4.1 Motivation

Grundlage unserer bisherigen Betrachtungen war ein Modell, das die Isotropie der Wande-
rung lokal voraussetzte, d.h. das Teilchen sprang auf seinem Weg an jedem méglichen Ver-
zweigungspunkt in eine dem Gleichverteilungsgesetz der Winkel gehorchende Richtung. Be-
nachbarte Verzweigungspunkte sind nach einer Abstandsverteilung p(s) miteinander durch
Poren verbunden. Jedes konkrete Medium (Gestein, Koks-Kohle, . ..) wird als eine Realisie-
rung nach diesen Gesetzen angeschen, wobei die spezielle Wahl von p(s) eine Ahnlichkeits-
Symmetrie beziiglich der radialen Achse verlangt. Zur statistischen Auswertung sind wegen
der Verschiedenheit der Einzelproben mehrere vom selben Typ, d.h. derselben Porigkeit,
notig. Die gemachten Aussagen gelten nur hinsichtlich des Ensembles, nicht aber fiir eine
bestimmte Probe.

Im Ergebnis dieser Uberlegungen erhielten wir eine Losung fiir die Wahrscheinlichkeits-
dichte P(k,u) in FOURIER- und LAPLACE- transformierter Form (3.9). Fiir den Fall o = 2
und g = 1 besteht eine direkte Beziehung zur gedhnlichen Diffusionsgleichung. Auch wenn
eine Erweiterung der gewthnlichen Diffusionsgleichungen auf solche mit gebrochenzahliger
Ordnung auf dem ersten Blick als gewagt erscheinen mag, ermdoglicht diese neue Sichtweise
ein besseres Verstdndnis der ablaufenden Prozesse. In diesem Abschnitt wird der Zusam-
menhang zwischen der Ordnung der Ableitung und der Art des Prozesses hergestellt, wobei
grundlegende Ergebnisse von SCHNEIDER, WYSS und PESECKIS [21, 22, 23, 24] Verwendung
fanden. Dies wird durch die CTRW-Theorie aufgrund ihrer elementaren Betrachtungswei-
se der Prozesse ermoglicht. Als wesentlich stellt sich dabei heraus, daf§ im allgemeinen die
Bildung der zeitlichen Ableitung vom Zeitnullpunkt der Messung abhéngt, was aber heifit,
dafl diese Prozesse dann nicht mehr stationér sind. Falls die Trajektorie eine von zwei ver-
schiedene Dimension hat, ist auch die rdumliche Ableitung nicht mehr lokal. Es besteht eine
Korrelation zum Startpunkt der Wanderung. Die Ordnung der rdumlichen und zeitlichen
Ableitung hat somit eine physikalische Bedeutung. Einen direkten Bezug des fraktionalen
Kalkiils zur Diffusion auf kammférmigen Fraktalen stellte NIGMATULLIN [25] her.

Der Kalkiil steht in engem Zusammenhang mit vielen speziellen Funktionen [26]. Dabei
ist auffallend, daf} diese vielfach aus elementareren Funktionen erzeugt werden kénnen. So
z.B. ist: .

I =2 e

AN
Die Hoffnung besteht nun darin, dafl man kompliziertere Bezichung durch Anwendung des
Kalkiils der gebrochenzahligen Ableitungen in einer {ibersichtlicheren Form schreiben kann
wie etwa als Beziehung zwischen Ursache und Wirkung. Bei den vorliegenden Betrachtungen
wird die fraktionale Differentiation im Sinne von RIEMANN verwendet. Noch allgemeinere
Typen von Ableitungs- bzw. Integrationsoperatoren werden bei SNEDDON [27] betrachtet.

cos(z) '

3.4.2 Darstellung der Ableitung

Ausgangspunkt ist das iterierte CAUCHY-Integral, wie es bei der Losung der gewohnli-
chen Differentialgleichung n-ter Ordnung % (z) = f(r) mit den Anfangsbedingungen
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y=0,9y =0,...,y" Y =0 fiir # = x( auftritt. Die Losung hierfiir ist:

) = ooy [z (@ = 27 1),

(
Unter der Ableitung der Ordnung « einer Funktion f(z) im RIEMANNschen Sinne wird die
Bildung

fe% ]‘ r —a—1
D:v zof( ) = P(—Oé) zodZ (l’ - Z) f(Z), 9%(Oé) <0 (340)
verstanden. Dabei wird auf den Punkt xq Bezug genommen. Dieser kann eine Anfangszeit
aber auch ein bestimmter Ort des Raumes sein. Die Beschrankung fiir den Realteil ()
zur Sicherung der Konvergenz des Integrals kann durch eine andere Schreibweise umgangen
werden:

m

Dy . f(x) = d—DO‘_m (), (3.41)

T—xQ dxm T—x0

mit m — 1 < R(a) < m; m = 1,2,3,... Man beachte, dafl hier der Anfangspunkt z
wesentlich in der Definition der Ableitung ist. Andernfalls treten Widerspriiche bei den
Ergebnissen auf. Fiir die Anwendung ist interessant, wie sich die FOURIER- bzw. LAPLACE-
Transformation der Ableitung einer Funktion darstellt. Wegen der Identitdt in FOURIER-
Darstellung fiir d = 1

- /dk? ezkw /dye—zkyf /dk’ ezka}f
gilt fiir die Ableitung der Ordnung « (mit +oo als Bezugspunkt) die Beziehung
DY = — /dk: ke /dye ZI‘“’DO‘ f(y).

Ausfiihrlich heif3t das:

D f(z) = — / dk o' / dye —Zky /dz L (2).

Mit der Substitution von z durch z = y + ¢ gelangt man zu

Da - /dk? ezkm /d fzky

Nun ersetzt man y durch y = h — ¢ und erhélt:

ﬁwqalﬂy+®

—a—1 eikq

De__ fx) = % Jae [ane pn) (F_(l)

17
- ﬁ_/dkem(z’k)af(k).
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Der Differential-Operator D™ {a} fiir n = d mit dem diskreten Satz {a} an Ableitungen
soll folgende Form haben:

Do) flxy, ... x,) = X:Dng J@, o xy)

— -n / 7 mf[l dkmemmkm) (znj (z’kp)”‘*’) flkr, .o k).

p=1

Analog erhélt man fiir die zeitliche LAPLACE-Transformation mit Hilfe des Faltungssatzes:

c+100
1
g(t) = 5 /dueut/dze “g(z); gt)=0 firt<0
bzw.

1 c+ioco

Dyg(t) = s / du e /dze “D%g(z)
1 6702 ut o ( )

= — ue' u

2mi J e

3.4.3 Beziehung zur CTRW-Theorie

Bei der Betrachtung moglicher Verteilungen in isotropen Medien erhielten wir durch An-
wendung der CTRW-Theorie fiir die LAPLACE- und FOURIER-transformierte Wahrschein-
lichkeitsdichte:

w1

P(k,u) = m

P(k,to). (3.42)
Dabei charakterisierte 1 den rein zeitlichen Prozef, beschrieben durch die Wartezeitver-
teilung w(t), der Parameter o hingegen die HAUSDORFF-Dimension der Trajektorie. Der

Quotient d,, = m ist die Wanderungsdimension fiir das Teilchen. Wir schreiben die Bezie-
hung (3.42) in eine etwas andere Form:

uP N (uP(k,u) — P(k,ty)) = —(ck)” P(k,u).

In der Sprache der gebrochenzahligen Ableitung erhéilt man nach Riicktransformation mit
O<p<l, 1<o<L2fird=1:
0 0?
DI 18—13(1: t) = K" DI- ;WP(:U t). (3.43)
Die Ubertragung auf beliebige Dimensionen ist hier nicht méglich. Fiir 4 = 1 und o = 2 ist
dies die Verallgemeinerung der gewthnlichen Diffusionsgleichung

0 , 02
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mit x? als Diffusionskoeffizienten. Wie wir schon friiher festgestellt haben, entspricht gerade
dem PoOI1SSON-Prozef ein ;1 = 1. Abweichungen in p haben ein anderes Zeitverhalten zur
Folge. Die Ursachen hierfiir konnen jedoch verschiedenartig sein, wobei die Nichtstationa-
ritdt zumeist die Ursache ist. Abweichungen von der BROWNschen-Trajektorie mit o = 2
konnen ebenfalls beriicksichtigt werden. Deren Ursachen liegen u.a. in der Struktur des Stof-
fes (z.B. fraktale Porensysteme). Strukturen mit o # 2 sind i.a. korreliert. Daher ist es auch
nicht verwunderlich, dafl die rdumliche Ableitung bis +oo als Bezugspunkt erstreckt wird.
Wie man sieht, liegt in (3.43) eine Trennung in rdumlicher (rechter Seite) und zeitlicher
Ableitung (linke Seite) vor, d.h ein rdumlicher Konzentrationsunterschied bewirkt einen
zeitlichen Ausgleichsprozefl entprechend der Raumstruktur und der Fahigkeit des Teilchens,
auf diesen zu reagieren. Allgemeiner kann man annehmen, dafl das Teilchen in jede Richtung
unterschiedlich springen kann. Fiir die FOURIER-Transformierte der Verteilung p(z1, 2, x3)
kann man folgende Form annehmen:

p(kﬁl, k?g, k?g) = ]_ — (dlk’fl —I— dgk’gQ —I— dgkfgg) .

Die Wartezeitverteilung w(t) ist dieselbe wie im vorigen Fall. Damit erhdlt man:

1

P(ky, ko, k = . 3.44
(k, K s, ) w4 ut (kT 4 cokd® + e3ks?) ( )
Nach etwas Umstellen gelangen wir mit 1 < o < 2 zu:
a 3 82
Dy o Py, @, a3, 1) = Y K% DS 2 P, 0, 23, 1) (3.45)
815 i=1 ‘ axz



Kapitel 4

Fraktale und Renormierung

Die Berechnung der LAPLACE-transformierten Form der Wartezeitverteilungsdichte w(u)
fiir die Wanderung auf Fraktalen ist Hauptanliegen in diesem Kapitel. Aufbauend auf den
Arbeiten von MACHTA, VAN DEN BROECK und STRAUSS [28, 29, 30, 31, 32| wird eine Ver-
allgemeinerung zu deren Bestimmung angegeben werden. Eine Ortsabhéngigkeit von w(u)
beschrankt sich auf die Auswahl charakteristischer Gitterpunkte. Durch Anwendung der
dynamischen Renormierungsmethode gelingt es, fiir endlich ramifizierte Fraktale eine all-
gemeine Form der Funktionalgleichung zur Bestimmung von w(u) anzugeben. Die Haupti-
dee besteht dabei in der Zusammensetzung eines Sprunges aus selbstdhnlichen kleineren
Spriingen. Da dies beliebig oft mdglich ist, gelangt man zu einem renormierten Grenzprozef,
der charakteristisch fiir das ganze Fraktal ist. Das Herangehen wird durch eine Auswahl an
Beispielen verdeutlicht. Aus der Kenntnis der Zeit- und Raumskalierung ist man in der Lage,
die Wanderungsdimension zu bestimmen, die hier fiir die jeweiligen Beispiele mit angegeben
werden. Eine Erweiterung der besprochenen Methoden auf andere fraktale Strukturklassen
ist ohne weiteres durchfiihrbar. Derer werden zum Abschluf} einige untersucht.

4.1 Aufstellung der Funktionalgleichung

Fraktale lassen wegen ihres selbstéhnlichen, zumeist hierarchischen, Aufbaus eine skalenin-
variante Beschreibung des Diffusionsprozesses zu. Dies soll hier mittels der CTRW-Theorie
erfolgen. Dabei beschréanken wir uns auf den zeitlichen ProzeB. Zur Erfassung des struku-
rellen Einflusses nehmen wir eine Diskretisierung des Fraktals vor. Dies geschieht durch
Auswahl repréasentativer Punkte in selbstdhnlicher Weise. Mittels dieser kann man durch
unendliche Verfeinerung wieder das mathematische Fraktal aufbauen. Dabei besteht die
Hoffnung den fraktalen Prozefl im Grenzfall zu beschreiben.

Die diffusive Wanderung soll entsprechend der Kontinuitédt des Ablaufes nur zu den
néchsten Nachbarn erfolgen. Zwischen den benachbarten Gitterpunkten besteht ein effekti-
ver Weg, dargestellt durch einen Verbindungsgraphen. Der Einfachheit halber wird dieser
zumeist als eine Gerade gezeichnet. Man beachte aber, dal das Teilchen in Wirklichkeit eine
frakatale Unterstruktur durchliuft. Es sei angenommen, dafl die Dichte der Wartezeitver-
teilung w(t) fiir ein solches Basiselement bekannt ist. Die néchste Stufe der Konstruktion
ist somit aus solchen Elementen aufgebaut. Man will nun die resultierende Verteilung fiir
die Wanderung in der neuen Konstruktionsstufe mit Hilfe der bekannten Verteilung der

35
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vorhergehenden Stufe bestimmen. Dieser Ersetzungsprozefl wird unendlich oft mit Hilfe des
selbstahnlichen Kompositionsschemas fortgesetzt. Im Grenzfall wird somit der resultierende
Prozef3 fiir das Fraktal erzeugt.

Im Bilde des effektiven Verbindungsgraphen ist uninteressant, was genau auf diesem
stattfindet. Daher kann man von Spiingen zwischen den adjazenten Gitterpunkten spre-
chen. Ist unser Teilchen von einem Gitterpunkt zu einem benachbarten gelangt, so kann
man auch sagen, es habe einen Schritt gemacht. Die Dichte der Verteilung w™)(t) fiir N
aufeinanderfolgende Schritte berechnet sich aus der N-fachen Faltung von w(t):

wN () = w(t) - xw(t).

Wegen des Faltungssatzes der LAPLACE-Transformation ist aber
w™ (u) = w(u)". (4.1)

Aufgrund dieser Eigenschaft ist eine einfache Zuordnung von Schrittzahl und zugehoriger
Verteilung moglich. Im folgenden wird daher gleich im zeitlichen LAPLACE-Bild gerechnet.
Wir ersetzen somit die linke Seite von (4.1) gleich durch deren rechte.

Nun ist die Struktur im allgemeinen verzweigt, und entsprechend mufl w(u) fiir den
Sprung in eine bestimmte Richtung noch durch die Zahl der néchsten Nachbarn an den
jeweiligen Verzeigungspunkten dividiert werden. Um die resultierende Dichte w,(t) zu er-
halten, miissen alle moglichen unabhéngigen Kombination zum Erreichen des Endpunktes E
addiert werden.

Es sollen nun einfache Beispiele betrachtet werden. Als ein solches bietet sich die Gerade
an, bei der schon durch andere Rechnungen Ergebnisse zum Vergleich vorliegen [28, 29,
30, 31]. Das Teilchen soll von S starten und nach E gelangen, ohne diesen Punkt vorher

p” P’ P’ p”

Abbildung 4.1: Geraden-Renormierung

besucht zu haben. Dabei soll der beziiglich S spiegelsymmetrisch zu E liegende Punkt
V' nicht erreicht werden. Um nun die resultierende Wartezeitverteilung von S nach E zu
erhalten, miissen fiir alle in Frage kommenden Wege in Abhéngigkeit von der Schrittzahl die
entsprechenden Wegezahlen bestimmt werden. Da jede(r)Punkt nur zwei néchste Nachbarn

besitzt, wird in eine Richtung (rechts oder links) mit =5~ gesprungen. Fiir jeden N-Schritt-

Weg ist dann die zugehorige LAPLACE-transformierte Wartezeitverteilung

2
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Um eine Ubersicht iiber das Sprunggeschehen zu erhalten, kann man sich folgendes Schema
(&dhnlich einem Reaktionsschema) anfertigen:

1. & «—— P
2. P ——— §
3. § «— 2P

Das Schema besagt folgendes. Der Endpunkt £ kann in einem Schritt nur von P erreicht
werden, der Punkt P nur von S, dieser aber von zwei P-Punkten. Das Schema kann man
nun fiir zwei Schritte fortsetzen:

1. ¥ «—— P +——— S
2. P +—— § <+— 2P
3. § +&——— 2P +— 2§

Man sieht, das der Endpunkt E nach zwei Schritten von S auf genau einem Weg ereicht
wird, was aber klar ist. Ein P wird auf zwei verschiedenen Wegen erreicht, zum einen,
indem man zum Startpunkt zuriickkehrt, zum anderen wird dieser vom gegeniiberliegenden
erreicht. Die Koeffizienten vor den Symbolen geben also die Zahl der Wege zu den auf der
linken Seite stehenden Punkten an. Der Endpunkt E kann nur {iber P erreicht werden, d.h.
sind N —1 Schritte gemacht, so gibt es nur noch einen Weg von P nach E im letzten Schritt.
Es sei nun die Zahl der Wege von S nach F fiir k Schritte bekannt, dann 148t sich rekursiv
die Zahl der Wege in k + 1 Schritten bestimmen, d.h. es ist fiir k Schritte

bzw. .
E #1 ak+1S + bk-+1p.
Man erhélt ein System von Rekursionsgleichungen:
1. Ap+1 = bk, 2. bk+1 = 20,k.

Uns interessiert aber nur die Wegzahl von S nach F also ay. Indem man die zweite Gleichung
in die erste einsetzt, erhélt man die Differenzengleichung:

g2 — 20Jk = 0.

Zur Losung macht man den Ansatz a; = const. v*. Wenn man diesen in die vorige Gleichung
einsetzt erhilt man v = £+/2. Als allgemeine Lésung findet man

ap = a1(+\/§)k + Oéz(-\/i)k.

Die Konstanten o und «ay werden durch die Anfangsbedingungen, d.h. durch die Wegezahl
fiir 2 und 3 Schritte bestimmt. Wie wir schon wissen, ist a; = 1, und wie man sich ebenso
schnell iiberzeugt, a3 = 0. Man erhélt ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von
a1 und o

ag=1= a1(+\/§)2 + OZ2(—\/§)2, az=0= 041(+\/§)3 + 042(—\/5)3
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mit der Losung a; = ap = . SchlieBlich erhéilt man als Ergebnis fiir die Wegezahl g(N) in

N Schritten: 1 N N
o) =5 (v + (—v3)").

Ist N eine gerade Zahl, also N = 2M (M zihlt Doppelschritte), so ist g(M) = 2M~1 st
hingegen N ungerade, so ist g(N) = 0. Es sind also nur Doppelschritte moglich, wie man sich
auch aus der Zeichnung iiberzeugt. Nun gilt es die einzelnen Wegbeitrige mit wachsender
Doppelschrittzahl aufzusummieren. Man erhélt:

TR NI SEUR

M=1

Auf der linken Seite mufl der Vorfaktor % stehen, da ja nur nach einer Seite gesprungen
wird, beide Richtungen aber gleich wahrscheinlich sind. Man erhalt schlieflich:

wr(v) 2 —w(u)®

Mittels dieser resultierenden Wartezeitverteilung kann man im weiteren die Spriinge von S
nach F’ und damit von S nach E” ...betrachten. All diese Spriinge gehen aus der Skalie-
rung mit einem Faktor 2 auseinander hervor. Sie sind selbstdhnlich konstruiert. Die erhal-
tene Funktionalgleichung ist stellvertretend in allen aufeinderfolgenden Skalen. Nach dem
allgemeinen Renormierungsgedanken nimmt man nun an, dafl w,(u) denselben Sachverhalt
beschreibt wie w(u), aber fiir die skalierte Struktur. Das erfordert, da die Physik dieselbe
ist, auch dieselbe Form beider, aber mit anderen Zeitskalen. Man setzt also (Nédheres im
Abschnitt 4.2)

wp(u) = w(Au)

und erhélt eine Funktionalgleichung fiir w(u):

w(u)”

w(Au) = m

(4.2)

Mit deren Losung wollen wir uns in einem spéteren Abschnitt beschéftigen. Diese Me-
thode ist auch zur Behandlung einfacher fraktaler Strukturen wie das SIERPINSKI-Dreieck
Abb.(4.2) geeignet, da bei diesem die Zahl der nachsten Nachbarn an jedem Punkt konstant
gleich 4 ist.

Um einen Uberblick zu bekommen, auf welche Weise jeder Punkt erreicht wird, macht
man sich ein Schema entsprechend Abb.(4.2) fiir einen Schritt. Dabei soll V' aus Symme-
triegriinden nicht erreicht werden. Es sei nun die Anzahl der Wege in k Schritten von den
einzelnen Punkten zum Endpunkte E bekannt. Dann 148t sich als Schema angeben:

E < aS+bP+caQ &L 4a,P +by(S+ P+ Q)+ 2, P

bzw.
E M 1S+ b P+ Q.
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E/
P Q S «—— 4p
S P «— S+P+Q
P \%
QO «—— 2p
P P
E «— P+Q
\/ Q \4 Abbildung 4.2: SIERPINSKI-Dreieck

Damit erhélt man das System von Rekursionsgleichungen:
ap41 = by, b1 = 4ag + by + 2¢y, Cht1 = by

Wir interessieren uns nur fiir a; und 16sen nach diesem auf. Es ist somit die Differenzenglei-
chung
(py2 = Qjy1 + 6ag

zu 16sen. Mit dem Ansatz aj, = const.* erhélt man v = % + % und als allgemeine Losung:
ap = Oél3k + 062(—2)k.

Wie man sich leicht iiberzeugt lauten die Anfangsbedingungen: ay = 1, a3 = 3. Damit erhélt
man als Losung fiir die Wegzahl g(N) von S nach F in N Schritten [32]:

g(N) =3V"2

Nun a8t sich auch die resultierende Wartezeitverteilung w,(u) berechnen. Es ist
S o[ (0

Jwe(u) =3 g(N) => 3"

4 4 ) 4

Als Funktionalgleichung fiir w(u) erhélt man:

~—

_w(w)’

4 —3w(u)’
Selbiges Gitter kann man auch in beliebigen Einbettungsdimensionen d betrachten (in d = 3
den SIERPINSKI-Tetraeder, d > 3 Hypertetraeder). Ein solcher Tetraeder besitzt d + 1
Eckpunkte. Werden zwei dieser Tetraeder an einem Eckpunkt zusammengebracht, so besitzt
dieser 2d nachste Nachbarn. Mit diesen Hypertetraedern kann man nun ein Fraktal erzeugen.
Das Sprunggeschehen in diesem Gitter wird durch das folgende Schema gekennzeichnet:

w(Au) (4.3)

S —— 2dP
P +—— S+(d-1)P+(d-1)Q

Q +—— 2P+ (2d—4)Q.
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Ist nun die Wegzahlen in k Schritten bekannt, d.h.
E " — 58+ mP+qQ,
so sind diese auch fiir k£ 4+ 1 bekannt, denn es ist
E L 24P + pu(S+ (d — 1)P + (d — 1)Q) + qx(2P + (2d — 4)Q)

und ebenso
k
E Sk1S + P P+ e Q-

Man erhélt als System von Rekursionsgleichungen:
Sk+1 = Dky  DPrt1 =2dsp+ (d— D)pe +2q5, @1 = 2(d — 2)qx + (d — 1)py.
Uns interessiert aber nur s, nach dem wir nun aufzulosen haben. Es ist:
Sz — (3d — 5)spro + 2(d* — 5d + 3)spy1 + 4d(d — 2)s;, = 0.
Wir machen wieder den Ansatz s, = const.y* und erhalten
73— (3d — 5) v* + 2(d* — 5d + 3) v + 4d(d — 2) = 0.
Wurzeln dieser kubischen Gleichung sind:

3(d—1)+ V@ —2d+9 . C3d—1) V& —2d+9
2 ’ 5 2 ’

1= _27 Yo =
Fir die Wegzahl g(N) von S nach E in N Schritten erhédlt man die allgemeine Losung:
g(N) = a1y + a0y % + agyy 7

Die Verschiebung in der Potenz wurde deshalb gewihlt, weil mindestens 2 Schritte notig
sind, um den Endpunkt zu erreichen. Als Anfangsschrittzahlen erhélt man:

g9(2) =1, g(3) =3(d—1), g(4) =2d+ (d—1)(7d —9).

Mit etwas Aufwand kann man die unbekannten Koeflizienten berechnen:

1V +2d-9-3(d-1) a_l\/d2+2d_9+3(d_1)
T2 2 —2d+9 : 572 2 —2d+9 '

a, =0, a2

SchlieBlich erhilt man als Losung:

e e al|

N p—
IWN) = =5 2 )

Man kann nun die Funktionalgleichung aufstellen:
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Nach etwas Rechnung erhélt man:

) w(u)
" 24— 3(d— Dw(w) + (d — 2)w(u)’

w(Au)

Speziell fiir d = 2 bekommt man die schon oben bestimmte Beziehung.

Bei Gitterstrukturen, bei denen die Koordinationszahl nicht an jedem Punkt gleich ist,
kann man auf obige Art nicht so schnell zum Ergebnis kommen, da ja die Wartezeitver-
teilung sich entsprechend den méglichen Richtungen aufteilt. Es soll daher ein allgemeine-
res Vorgehen beschrieben werden, wobei das Ziel, die Aufstellung der Funktionalgleichung,
bestehen bleibt. Wir erinnern uns daran, dafl bei einer Koordinationszahl z die LAPLACE-
transformierte Wartezeitverteilung fiir den Sprung in eine Richtung @ betriagt. Das zu
untersuchende Gitter moge aus M Gitterpunkten bestehen. Wir kénnen entsprechend des
Vorhandenseins von Verbindungen ein Schema fiir einen Sprung der folgenden Art aufschrei-

ben:

By, —— By + bpBy + -+ + biuyBu
By ——— byB; + bypBy + -+ + boyBuy
By ——— bwnB1 + bypeBy + oo 4+ buymBu

Die Koeffizienten sollen die Wahrscheinlichkeit angeben, mit der ein Sprung erfolgt. Ist kein
Sprung moglich, so ist der entsprechende Koeffizient 0. Das Schema kann man fiir 2 und
mehr, z.B. N — 1, Spriinge fortsetzen. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sprung ist das Pro-
dukt aus der Anzahl der Zufliisse der betrachteten Punktsorte (verschiedene Gitterpunkte
konnen aufgrund von Symmetrien dieselbe Bezeichnung tragen) mal der Wahrscheinlichkeit,
genau in die betrachtete Richtung zu springen. Diese ist jedoch bei Gleichberechtigung aller
moglichen Richtungen %, mit z als Koordinationszahl im Sprungpunkt. Betrachten wir spe-
ziell den Sprung vom Punkt J zu I. Um nun von J nach I in zwei Schritten zu gelangen,
konnen alle erreichbaren Zwischenpunkte angesprungen werden, was unterschiedliche Wege
ergibt. Um die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir einen Sprung in zwei Schritten von J nach [
zu erhalten, miissen die Teilwahrscheinlichkeiten fiir jeden Weg addiert werden:

) M
0 = 3" brx bics.

K=1

Das ist nun aber gerade die Bildungsweise des Produktes zweier Matrizen. Unser Schema
schreiben wir nun in der Form:

B bii b2 ... biu B
By 1 bar by ... bam By
: N : : . : :
By by bare .. buwm B

Links stehen die Zielpunkte und rechts die Startpunkte. Fiir zwei Spriinge ist dann:

Bl bll b12 s blM bll 612 s blM Bl
BQ 2 621 b22 s bQM 621 622 s b2M BQ

By byi bymz .. byamd Loy bare oo v By
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und fiir N — 1 Spriinge:

B b b ... b1 [ B
By N-1 bar by ... bonm By
: A— : : . : :
By bai baz ... buwm By

Bei allen Koeffizienten steht der Faktor w(u). Diesen kénnen wir herausziehen, indem wir
br; aufteilen in:

b[J = IU(U) arj.
Der Koeffizient a;; ist dann die von der Gitterstruktur abhéngige Transfer-Wahrscheinlich-
keit von J nach I und kann fiir ein bestimmtes Gitter leicht abgelesen werden. Wir nennen
die aus den ay; gebildete Matrix A Transfermatrix. Damit ist die Wahrscheinlichkeit nach
N — 1 Schritten gegeben durch:

w(u)N_lAN’l.

Wir betrachten stets ein Teilchen, das von genau einem Gitterpunkt startet, d.h. wir miissen
den soeben erhaltenen Ausdruck von rechts mit einem Spaltenvektor y multiplizieren, dessen
Elemente sdmtlich null sind, aufler dem Element, das den Startpunkt S charakterisiert. Es
sei dies etwa das erste Element. Thm ordnen wir den Wert 1 zu. Nach genau N Schritten soll
das Teilchen einen Endpunkt E erreichen. Wir miissen von allen vorhanden Gitterpunkten
die herausgreifen, iiber die der letzte Sprung erfolgt. Es miissen alle Moglichkeiten zusam-
mengezihlt werden. Das geschieht, indem man von links mit einen Zeilenvektor x? sowie
w(u) multipliziert. In diesem Zeilenvektor sind nur die Elemente von 0 verschieden {iber
die im letzten Schritt ein Sprung erfolgt. Sie sind gleich der Wahrscheinlichkeit fiir diesen
Sprung in die bestimmte Richtung

w(u) xTwu)N ANy

Der Endpunkt kann auf unabhéngigen Wegen in unterschiedlicher Schrittanzahl erreicht
werden, von minimal einem Schritt angefangen. Man mufl nur noch iiber alle diese Schritt-
zahlen summieren, um die resultierende Wartezeitverteilung %w,«(u) fiir einen Sprung im
renormierten Gitter von S nach F zu erhalten. Hierbei wird vorausgesetzt, daf§ die End-
punkte alle gleichberechtigt sind.

Die Vorgehensweise dndert sich nicht, wenn man die Betrachtungen fiir eine beliebige
Konstruktionsstufe n macht und eine resultierende Wartezeitverteilung in der (n + 1)-ten
Stufe berechnet. Es ist schlieflich:

1

(+1) () = (n) r_.. -
w (u) = zw"™(u)x E—w(”)(u)Ay'

(4.4)
Betrachtet man jetzt nur noch die Wanderung in der (n 4 1)-ten Stufe, so besteht wegen
des selbstdhnlichen Konstruktionsaufbaus der einzige Unterschied im Abstand der neuen
Bezugspunkte. Diese gehen aus den alten durch Skalierung mit dem Faktor o hervor. Da im
Prinzip wieder dasselbe Gitter zugrunde liegt, beschreiben die Wartezeitverteilungen w™ (u)
und w1 (u) denselben ProzeB. Man erwartet jedoch fiir den resultierenden ProzeB eine
neue Bezugszeit T”, die aus der alten durch

T' = \T
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hervorgeht. Diese wird je nach Struktur gréfler als die urspriingliche sein.

Der zeitliche Skalierungsfaktor A lafit sich einfach durch Potenzreihenentwicklung von
w™ (u) fiir kleine u berechnen, der zugehorige geometrische Skalierungsfaktor o direkt aus
dem Generator bestimmen. Somit kann man die Wanderungsdimension d,, aus dem asym-
ptotischen Verhalten der Momente fiir grofle Zeiten

(o) it

_InA

Ina’

ermitteln. In diesem Fall ist:

d, (4.5)

Zur Berechnung von A war nur die Zusammenhangseigenschaft des Gitters bedeutsam,
nicht aber die genaue Lage im Raum. Die Wanderungsdimension d,, hingegen beriicksichtigt
zusétzlich die radiale Skalierung der Struktur. Eine eineindeutige Zuordnung zwischen Frak-
tal und Wanderungsdimension ist nicht moglich. Zwar besitzt jedes Fraktal eine bestimmte
Wanderungsdimension, diese bestimmt aber nicht eindeutig ein konkretes Fraktal.

4.2 Die renormierte Grenzverteilung w(t)

Im vorigen Abschnitt erhielten wir eine Bestimmungsgleichung (4.4) fiir die resultierende
Wartezeitverteilung in der neuen Konstruktionsstufe n + 1. Dabei wurde immer vorausge-
setzt, dafl die zur Berechnung zugrunde gelegte Wartezeitverteilung in der n-ten Stufe be-
kannt ist. Ausgegangen wird von einer i.a. beliebigen Anfangsverteilung w® (¢), die Spriinge
zu den néchsten Nachbaratomen beschreibt. Eine solche Verteilung ist z.B. die Gamma-
Verteilung

K

wO(t) = F7(—l€) " te™ baw. wO(u) = (1 + g)
mit den Parametern 7 und x = 77. Die Exponential-Verteilung (k = 1) ist somit ein

Spezialfall. Es wird nun vorausgesetzt, dal man w™ (u) in Potenzreihenform schreiben kann:

w™ (u) = ki al™ (Tw). (4.6)

Dann existieren auch alle Momente der Verteilung. Die Grundannahme ist nun, dafl fiir
n — oo die a,g") feste Werte a; annehmen und w(u) damit eine im Grenziibergang fixierte

Funktion ist. Wir setzen nun

W () [E - ™ () A = 3 B (Tw)

k=0

mit der Hilfsmatrix B,(g"). Durch Koeffizientenvergleich liest man hieraus ab:

k
a"E=B" - A "B,
=0
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Es ist wegen der Normierung von w™ (u) in jeder Konstruktionsstufe ay = aé") =1 und

damit
B =B,=[E—A]".

Im Fall £ =1 gilt
B =B,a{"” = —[E — A] 24"

mit B; = —[E — A]72 Fiir alle weiteren k > 1 erhélt man:

—1

k—1
B! =a" [E— A2 +BoA Y ! B,
=1

AufBlerdem ist mit der Bestimmungsgleichung
agﬁnﬂ) = ZXTBgﬁn)y

und mit A = zx7[E — A] "’y heifit das

k—1
all(:’+1) _ )\all(:,) + ZXTBOA Z agn) B](:I_)Zy
=1

Soist fiir k=1
ai"“) = A aﬁ"’ (4.7)

und damit
al” = xal¥ = -\,

d.h. wir miissen auf der linken Seite der Funktionalgleichung die soeben bestimmte Bezie-
hung (4.7) einsetzen. Dies ist auch notwendig, damit tiberhaupt eine nichttriviale Grenz-
verteilung existiert. Zumindest fiir kleine u kann man auf der linken Seite der Funktional-
gleichung « durch Au mit demselben ag") auf beiden Seiten ersetzen. Dies ist fiir jedes n
zwingend. Daher braucht der jeweilige Schritt n nicht weiter angegeben werden.

Die Frage ist nun, ob es eine allgemeine Ersetzungsregel gibt, d.h. eine Transformations-
regel, die es ermoglicht, den Ausdruck auf der linken Seite der Funktionalgleichung durch
dieselbe Funktion w(u) auszudriicken. Zumindest fiir n — oo soll diese Renormierung exakt
sein. Die Vermutung liegt nahe, daf§ dies durch einfache Umskalierung von u moglich ist.
Wir wiirden somit nur die Bezugszeit im folgenden Konstruktionsschritt abéndern. Dann
miissen wir aber zeigen, dafl

) e Ne o),

ist, d.h. die asymptotische Gleichheit. Somit kann man den oberen Index n weglassen, da
sich in der Beziehung zwischen linker und rechter Seite nichts mehr &ndert. Man kann dies
direkt fiir aé"’ zeigen. Es ist:

a"t = ol + 2ol x"B,ABMy.

Das fiihrt zu
a(2n+1) = )\a(2n) — A6
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mit der Substitution
§ = 2x’ByAB,y.

oA —1
al” = A" <a§0) - ) .

Als Losung erhélt man

A—1

Die asymptotische Auswertung zeigt:

Es liegt nun die Vermutung nahe, dafl
agcn) ~ cp A" bzw. B,(gn) ~ Cj A"

fiir jedes k mit den konstanten Vorfaktoren c; bzw. Cj gilt, wenn nur n hinreichend grof3
gewahlt wird. Dann ist fiir diese n

agﬁl) =A afﬁf)l + Gy AT

mit o
O = 2 Z cr_i XL BoAC,y,
i=1
wobei die Ausdriicke mit ¢ < k bekannt sind. Man erhélt als asymptotische Losung bei

festem Index k + 1

() Ok+1 \(kt i _

U1 ~ Y = cpp AFTI

Da die Behauptung nun induktiv von k auf k+ 1 bewiesen ist, gilt allgemein die Eigenschaft
AR

Wir kénnen daher auf der linken Seite der urspriinglichen Funktionalgleichung fiir viele Kon-
struktionsschritte n diesen Index weglassen, wenn wir die Variable v durch die renormierte
Variable Au ersetzen, d.h. es ist:

7 1

X my. (4.8)

w(Au) = zw(u)

Es sei jedoch bemerkt, dal die mit dieser Methode erhaltene Losung fiir w(u) nicht die
einzige ist. Obiges Verfahren ist auch anwendbar auf Entwicklungen der Form:

w™(u) =" al™ (Tu)", 0<v<l
k=0
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Dann hat jedoch T' nicht mehr die Bedeutung der mittleren Wartezeit. Der durch die An-
fangsverteilung w(® (¢) festgelegte Parameter v bestimmt auch bei den folgenden Konstruk-
tionsschritten n die jeweilige Form der Entwicklung. Eine solche Anfangsverteilung ist z.B.

wO(t) = 1 BT (y) (%)ail

TrEre-3) 1+ &)

mit den Parametern 7, o, 8, v und v = 8y — a. Anstatt w(Tu) ist dann w((T'u)”) Losung
mit
In (z xT[E — A]_Qy)
In A
Der zeitliche Skalierungsfaktor A bestimmt sich in Abhéngigkeit von v.

UV =

4.3 Mittlere Schrittzahlen

Die Wahrscheinlichkeit, in genau n Schritten einen bestimmten Endpunkt zu erreichen, ist
gegben durch:
Pn = XTAn_ly'

Daraus ergibt sich die mittlere Schrittzahl zu den z gleichwertigen Endpunkten:

(NYy =2 np,=z2x" <Z nA"1> Yy,
n=1 n=1
d.h.

T 1
(N) =zx my. (4.9)

Andererseits lautet die renormierte Funktionalgleichung :

T 1

E —w(u)A Y

w(Au) = zw(u) x

Differentiation nach w(u) ergibt:

dw(Au)

dory = 2B = w)A] "y + 2 wu)x"ALB - w(wA] 7y

Beachtet man

dw(lu) 2
dw(u) _d‘;q(i“)

und die Entwicklung von w(u) fiir kleine u

wu)=1—Tu+---,
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so erhalt man im Limes v — 0
A
z
= x'[E—-A],
d.h. denselben Ausdruck wie fiir (N):
1

Der Renormierungsfaktor A hat somit die Bedeutung der mittleren Schrittzahl. Soll die
Wanderung in der neuen Konstruktionsstufe mit dem Schrittmafl 1 erfolgen, so sind mit
dem alten Schrittmafl aus der vorigen Konstruktionsstufe im Mittel (V) Schritte notig.

Mittlere Schrittzahlen konnen einfach durch Computersimulation ermittelt werden. Fiir
nicht so reguldre Strukturen hat man somit eine Moglichkeit zur Bestimmung der Wande-
rungdimension.

4.4 Beispiele

Das beschriebene Vorgehen soll an einigen Beispielen demonstriert werden. Symmetrien im
Prozeflablauf finden dabei verstiarkte Beachtung, wodurch sich die Transfermatrizen auf eine
notwendige Grofle reduzieren.

4.4.1 Die Gerade

Als Grundgrolen erhélt man:

[0 1 [1 r_ o1 B
a=ly o) v=lo]s =fog]s s-2
Damit lautet die Funktionalgleichung
1 1 —wu)] 1
w(Au) = 2[0, iw(u)} )
—sw(u) 1 0
_w(w)’
22— w(w)?®

Dieses Ergebnis erhielten wir schon frither. Auflerdem ist &« = 2, A = 4 und damit d,, =2 .
Lésung der Funktionalgleichung

Nur in sehr wenigen bzw. konstruierten Féllen, wird es moglich sein die Funktionalglei-
chung mit Hilfe bekannter Funktionen zu Lésen. Ein solches Beispiel erhélt man fiir die
Gerade. Mit g(u) = w(u)”" bedeutet dies:

g0) = 2g(u)’ - 1.
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Man erinnert sich an die Verdopplungsformel fiir die cos- bzw. cosh- Funktion, die in beiden
Fillen diesselbe Form hat: cosh(2z) = 2cosh(z)” — 1. Wir ersetzen hier 2 durch die noch
zu wéhlende Funktion x(u), welche der Bedingung y(Au) = 2x(u) geniigen mufl. Diese
Funktionalgleichung hat als Lésung

X(u) = (cu)” f(u),
mit f(Au) = f(u). Die Losung hierfiir ist eine Entwicklung der Form
Inu
_ omik——
f(u) zk:fk exp ( Mkln)\>

und beschreibt skaleninvariantes Verhalten. Dies soll hier aber nicht interessieren. Wir setzen

deshalb f(u) =1 und erhalten

()= —
wu) = ——————=
cosh (cu)”
mit vy = %E—/Q\ Von all diesen Funktionen suchen wir solche mit endlichen mittleren Wartezei-

ten 7. Es mufl daher

T=— }}L}% @w(u)

sein. Dies wird nur durch v = % erfiillt. Man erhélt schlieflich:

1
cosh V2T u

w(u) =

4.4.2 SIERPINSKI-Dreieck, Basis b = 2, Dimension d = 2

Die Behandlung des SIERPINSKI-Dreiecks ist ebenfalls sehr einfach:

0 1 0 1 11
A= i i i , Y= 0 ) XT:|:O7Z7Z:|’ Z:47

0 5 0 0

1 —w(u) 0 111
1
wAu) = 4dw(u) [O, -, —} —w(u) 1-Jwu) —jw(u) 0
0 —sw(u) 1 0
w(u)”
4 — 3w(u)

Esist a =2, A = 5 und damit dw:iﬁ—g.
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4.4.3 SIERPINSKI-Tetraeder, b = 2, d beliebig

Eine Verallgemeinerung des vorigen Beispiels auf beliebige Dimensionen d des euklidischen
Einbettungsraumes ist auch moglich. Da wir dieses Beispiel schon frither durch Bestimmung
mittels Wegezéhlen behandelt haben, wird die Einfachheit der Matrix-Methode besonders
deutlich:

1
1 d—1
A=|L 41 dl =10 =10, —, —— = 2d.
Y y O? X 72d7 2d ? z

Dies in die allgemeine Gleichung eingesetzt ergibt

2
_ w(u)
2d — 3(d — Dw(u) + (d — 2)w(u)*’
mit A = d + 3. Die Wanderungsdimension betrigt wegen o = 2:
4. - In(d + 3).
In 2
Der Hauptaufwand in der Berechnung liegt bei der Invertierung der Matrix. Mit einem

Algebra-Programm kann diese Arbeit auf das Eingeben der Matrixelemente von x, A,y
reduziert werden.

w(Au)

4.4.4 SIERPINSKI-Dreieck, b =3, d = 2

Bisher betrachteten wir nur Strukturen mit gleicher Anzahl an néchsten Nachbarn. Struk-
turen mit verschiedenen Koordinationszahlen z erschweren die Berechnung der effektiven
Wahrscheinlichkeit fiir einen Weg derart, dal diese nur mit immensen Aufwand zu verwirk-
lichen ist. Die hier benutzte Methode kennt solche Schwierigkeiten nicht. Der Formalismus
wichtet die einzelnen Wege aufgrund der Eigenschaft der Matrixmultiplikation von selbst.
In dem hier betrachteten Beispiel ist der Punkt R ein solcher Ausnahmepunkt, bei dem die
Koordinationszahl z = 6 verschieden von den anderen mit z = 4 ist.

01 0 0 O 1

1 1 1 1

L 11 1 g 0

4 4 4 1 1
A=10 i 0 % i ) y = 0 ) XT:[anaiaan}

0 3 3 0 3 0

00 7 & 1 0

Als Funktionalgleichung erh&lt man

w(u)*(w(u) +6)

w(Au) = 1 3 2 :
w(u)” + 12w(u)” — 6w(u)” — 96w(u) + 96

Dabei ist A = % und somit
In L
= T~ 2.325.

Y In3

Weitere Beispiele findet man im Anhang.
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E
Q T Zufluflschema:
R 1
P T S 4ZP
1 1 1 1

P « v Q +— 1P+ lRJr 1T

4 6 4
b P R +— QEP + 21Q + 21T

y N

\Y T T \ Abbildung 4.3: SIERPINSKI-Dreieck, b = 3

4.5 Die Entwicklungskoeffizienten von w(u)

Vielfach ist die Bestimmung der Momente (t) von Interesse. Mit den Momenten, die even-
tuell experimentell ermittelt werden, lassen sich andererseits die Entwicklungskoeffizienten
von w(u) bestimmen. Beide sind direkt verkniipft durch

i

() = /Ooodt tw(t) = (—1) lim ~—w(u)

u—0 dul
und somit .
(#) = (=1)"i! T"a;.
Nun miissen auch die Momente wegen der Positivitit von w(t) selbst positiv sein, also

(=) il TV a; = /Oodttiw(t) >0,
0

das heifit aber A
(—1)Z a; = |al\ > 0.

Damit erhalten wir eine Bedingung an die a;. Die a; haben alternierende Vorzeichen.
Wenden wir uns nun der direkten Berechnung der Entwicklungskoeffizienten zu. Man
gehe dabei zur z-Transformation iiber. Diese ist gegeben durch:

a(z) => apz",
k=0
wobei z komplex ist. Als Umkehrformel gilt folgende Beziehung:

1 k—1
- > 0.
W =3 iy{dzz a(z), k>0
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Fir £ < 0 ist ax = 0. Bei der Integration ist zu beachten, dafi der Integrationsweg im
Konvergenzgebiet von a(z) liegt. Ist also w(u) bekannt, so gelangt man durch Ubergang von

Tu zu I zur z-transformierten Grofe, d.h. es ist a(z) = w (%) und
1 1
ay = — ¢pdz 21w <—> .
2mi z
Die Berechnung der a; soll nun anhand der Geraden gezeigt werden. Es war:

1
cosh V2T u

w(u) =

Man erhalt somit
Qg

1 1
= j{dz A
2mi cosh \/g

Die Aufgabe besteht nun darin die Pole des Integranden zu bestimmen und die Residuen
an diesen Stellen zu berechnen. Die Polstellen liegen bei

(D

Die Residuen bestimmen sich zu:

T 4 (=1t
25, 5 qop—1 "
cosh /= D

Damit ist
(22 2 (-1

ar = (—1) T2kt1 (2p — )P

p=1
Nur selten ist w(u) vollig bekannt. Daher sollen die Entwicklungskoeffizienten a; mit Hil-
fe der Funktionalgleichung durch Koeffizientenvergleich bestimmt werden. Dazu entwickelt
man w(u) wie {iblich und ordnet nach gleichen Potenzen in w. Zwei Beispiele sollen das
Herangehen verdeutlichen.
Die LAPLACE-transformierte Wartezeitverteilung fiir die Gerade geniigt einer Funktio-
nalgleichnug der Form:
w(u)”

w(Au) = m

Nun formen wir wie folgt um:
wu)(2 —w(uw)?) = wlu)’.

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man aus der Potenzreihenentwicklung

w(u) = g ag (Tu)"
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die folgende Beziehung zwischen den Koeffizienten:

1 i
20\ = Z a;a; + Z Na;a;ay.
itj=l itj+k=l

Es ist wieder ag = 1,a; = —1. Man liest fiir [ = 1 sofort A = 4 ab. Eine explizite Formel zur
Berechnung der q; fiir [ > 1 ist:

1 -1 ] l—i
a, = m {Z a; <2ali + 4" Z amalmi>} .
i=1 m=0

Man kann nun schrittweise die Entwicklungskoeffizienten aus den zuvor bestimmten errech-

nen. So ist:
5 61

-, as = ———.

6 90

Die so erhaltenen Entwicklungskoeffizienten stimmen mit den schon friither ermittelten iiber-
ein. Wie man nebenbei erkennt, hat man durch Kombination beider Verfahren eine Mog-
lichkeit zur Berechnung ungerader Potenzen von :

i 23k+2 00 (_1)17

>

a oo (2p+ 1)

apg = ]_, ay = —1, a9 =

7T2k;+1 — (_1)

Fiir das SIERPINSKI-Dreieck erhielten wir als Funktionalgleichung:

w(u)?

w(Au) = T 3u(n)

Diese stellen wir um zu:
whu) (4 — 3w(u)) = w(u)’.

Nun entwickelt man w(u) und w(Au) in die iibliche Form und vergleicht die Koeffizienten
bei gleichen Potenzen. Man erhilt:

INFay, = Z a;a; + 3 Z )\iaiaj = Z a;a;(1 + 3\).

it+j=k it+j=k it+j=Fk

Daraus liest man ab, dafl mit £ = 0 wieder die Normierungsbedingung ay, = 1 erfiillt ist.
Weiter erkennt man fiir £ = 1:

4hay = agai(1+ 3\°) + arap(1 + 3A!) = 5a; + 3)ay.

Wir wihlen wieder a; = —1, um einen Bezug zur mittleren Wartezeit T zu haben. Un-
abhéngig davon konnen wir den zeitlichen Skalierungsfaktor A bestimmen. Es ist A = 5.
Auch die weiteren Entwicklungskoeffizienten lassen sich bestimmen, denn es gilt:

k
da N = (1 +3X)
1=0

k—1
= apar(1+ 3X°) + agao(1 + 3N) + D aap_i (1 + 3X).

i=1
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Nach Zusammenfassung der a, und Einsetzen von A erhélt man mit & > 2:
1 k—1

ap = T ; a;ap—i(1+53).

Die ersten vier Entwicklungskoeffizienten sind:
] 1 4 46
ag = a; = — ay ==, a3 = ——.
0 ) 1 ) 2 5 ) 3 75

4.6 Zur allgemeinen L6sung der Funktionalgleichung

Wir erhielten folgende allgemeine Form der Funktionalgleichung:

7 1

“E-—wA

w(Au) = zw(u) y.

Die Losung erwarten wir in Form der Potenzreihenentwicklung
o .
w(u) =Y a; (Tu)'
i=0

mit ag = 1, a; = —1 fiir kleine u. Das Ziel besteht nun darin, mit Hilfe der Funktional-
gleichung auch die anderen Koeffizienten a; (i > 2) der Entwicklung zu bestimmen. Dazu
fithren wir die Hilfsmatrizen B; ein durch:

w(u)[E — wu)A]™"! = iBi (Tu)". (4.11)

Dann erhélt man durch Koeffizientenvergleich:
Neap = 2xTByy. (4.12)

Gleichung (4.11) stellt man um zu:
w(u)E = [E —wu)A] Y B; (Tu)".
=0

Mit u = 0 ergibt sich die Bedingung By = [E — A]™". Nun liBt sich B; berechnen. Es ist
B, = —[E — A] . Der Koeffizientenvergleich liefert allgemein

k
Qg E = Bk - AZBzakfz
i=0
Wir wollen nun diese Gleichung nach By auflosen, d.h. durch die schon bestimmten B; mit
1 < k ausdriicken. Man erhélt:
k—1

(ABO + E) ap = [E - A]Bk —A Z Biak_i.

i=1
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Setzt man den Ausdruck fiir By auf der linken Seite ein, so erhélt man nach Umformen der
vorigen Gleichung

k-1
Bk = —Bldk + B()A Z Biak_i, k Z 2. (413)

i=1
Es muB nun noch a; bestimmt werden. Beachtet man, da A = —zx” Byy ist und mit (4.12)

und (4.13) auch
k—1
Noa, = —zay xTBly + z Z ak,ixTBOABiy
i=1
gilt, so erhélt man
k—1

= /\kz_ \ > ar-ix BoAByy, (k> 2). (4.14)
i=1

ag

Damit kann man Bj berechnen. Wie man leicht sieht, wird a; aus den schon bekannten
Ausdriicken a; und B; (i < k) bestimmt. Es lassen sich so schrittweise alle Koeffizienten der
Reihe fiir w(u) erhalten.

4.7 Darstellung von w(t) durch Exponentialreihen

Der Sinn dieses Vorgehens besteht darin, die Losung als ,, Uberlagerung® von POISSON-
Prozessen darzustellen. Wir schreiben w(t) daher in der Form:

w(t) = i%’ exp(—c;t)

Durch LAPLACE-Transformation erhalt man:

[e.9]

w(u) = quj

e tu
Nach der Umkehrformel gilt allgemein:

w(t) = res (w(u)e”t) |y, -

Es ist iiber die Residuen des in Klammern stehenden Ausdruckes zu summieren. Fiir w(u),
in der angegebenen Form, liegen die Singularitdten bei uy = —c; und da ¢, positiv ist, muf3
ug negativ werden. Nun 148t sich ¢, bestimmen. Man erhélt:

g = lim (u+ cp)w(u).

U——Cp,

1
w(u)
d.h. anstatt die Singularitéten von w(u) die Nullstellen von g(u) zu bestimmen. So ist

Derweilen ist es zweckméflig, anstatt w(u) die reziproke Funktion g(u) = zu betrachten,

i U+ ¢, 1
qr = lim = .
w=e g(u)  g'(—ck)
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Wir erhalten eine Darstellung von w(t) in Form einer Exponentialreihe:

w(t) = kfj % (4.15)

Fiir den Fall der Geraden kennen wir w(u) explizit:

1
———— d.h.
cosh v2Tu

Die Nullstellen u; von g(u) liegen bei

2 1\ 2
I A
Uk 2T< +2)

g(u) = cosh V2T u.

w(u) =

Fiir die Ableitung von ¢g(u) an der Stelle uy = —c¢;, erhélt man
T
e —(—1 ki.

Die Losung lautet schliellich:

()= T3 (-1 (k:+1> s (k:+1>2t (4.16)
w(t) == - —)exp | —== — . .
T & 2) P\ Tar "2
Die Konvergenz der Reihe verschlechtert sich bei kleiner werdenden Zeiten t. Man beachte
auch, dafl bisher nur einfache Polstellen von w(u) bzw. Nullstellen von g(u) auftreten durften.
Sind diese jedoch von hoherer Ordnung, so erhélt man [33]:

w(t)=3" LT {w(w) (u—up)™ e} . (4.17)

o (ng — 1) u=un dyme—t

Dabei zéhlt k& die Pole und ny ist deren Ordnung. Jedoch wurde bei den hier betrachteten
Beispielen kein solcher Fall beobachtet.

Allgemein kann man die Funktionalgleichung nicht mittels bekannter Funktionen lésen
und man ist auf eine numerische Auswertung angewiesen. Da w(u) durch Losung der Funk-
tionalgleichung als Potenzreihe bekannt ist, 148t sich auch g(u) in Potenzreihenform

g(u) = 3 gm(Tu)"
m=0
bestimmen. Es ist g(u)w(u) = 1 und mit ay = 1, d.h. go = 1, erhélt man durch Koeffizien-
tenvergleich
m—1
G = —Qm — Y Gillm—i.
i=1

Die g,, kénnen so schrittweise aus den schon bestimmten ermittelt werden. Man hat nun
numerisch die Nullstellen u; von g(u) zu bestimmen sowie die Ableitungen ¢’(u) an den
Nullstellen:

g (up) = > mgnT(Tu)™ "
m=1
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Tw(t)

1.0

0.0

0.0

Abbildung 4.4: Dargestellt sind die Dichten der Wartezeitverteilung w(t) fiir das SIER-
PINSKI-Dreieck mit der Konstruktionsbasis b = 2 (gestrichelte Linie) und fiir die Gerade
(durchgehende Linie).

In manchen Fillen ist es giinstig, nicht die Funktionalgleichung fiir w(u), sondern fiir g(u)
zu losen. Fiir das einfache SIERPINSKI-Dreieck erhiilt man als neue Funktionalgleichung:

g(\u) = 4g(u)” = 3g(u).
Die Koeffizienten g,, werden schrittweise bestimmt durch Koeffizientenvergleich. Man erhélt:

4 m—1
In = gt k; Ik Gm—k-

Die Nullstellen von g(u) lassen sich numerisch durch Intervallschachtelung bestimmen. Zur
Erreichnung einer moglichst hohen Genauigkeit sind jedoch viele Entwicklungskoeffizienten
gm n6tig. Die Suche nach den Nullstellen wird durch den flachen Schnitt der u-Achse durch
die Funktion g(u) erschwert. Diese Ungenauigkeiten haben einen grofien EinfluB auf w(t)
fiir kleine Zeiten. Zur Uberpriifung der Methode wurde die exakte Losung fiir die Gerade
mit der numerischen Losung von

g0u) = 2g(u) — 1

verglichen. Dabei wurde im Rahmen der Rechengenauigkeit eine véllige Ubereinstimmung
beider Ergebnisse festgestellt. Den Verlauf der Wartezeitverteilung fiir das SIERPINSKI-
Dreieck und fiir die Gerade verdeutlicht die Abb.(4.4).
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4.8 Entwicklung nach LAGUERREschen Polynomen

Das im vorigen Abschnitt beschriebene Verfahren zur Bestimmung von w(t) ist durch die
Suche nach den Nullstellen fiir g(u) = w(u)~! fast nur numerisch durchfiihrbar. Einfacher
wére eine Methode, bei der man die schon erhaltene Information iiber die Momente von
w(t) bzw. die Entwicklungskoeffizienten

e

i T
von w(u) nutzen kann. Eine solche Momentenentwicklung[34] ist durch die Anwendung der
LAGUERREschen Polynome LY (t) [35, 36] moglich. Diese besitzen folgende Darstellung:

v t_yet dn n+v —t
Li(t) = —, %(t ™). (4.18)

In polynomialer Schreibweise heif3t das:

LY() = znj(—nm(”*”)f. (4.19)

— !
o n—m/)m!

Die Dichte w(t) soll sich nach diesen Polynomen entwickeln lassen:

w(t) = the 17t S oghLi(t). (4.20)

Eine geeignete Wahl der Parameter a, v und p wird spéter festgelegt. Wir betrachten nur
dimensionslose Gréfien. Der Ubergang zu dimensionsbehafteten Ausdriicken erfolgt durch
w(t) — Tw(t/T) mit einer zeitlichen Konstanten 7. Die LAGUERREschen Polynome sind
orthogonal, d.h. es ist

/Oodt te LY (t) LY (t) = 0, m # n.
0

Die Normierung ist gegeben durch:

/0 Tt et (LY () =

Fiir die Entwicklungskoeffizienten ¢/ gilt damit:

Fv+n+1)
n! '

¢ = m/ di 17 e LY (1) w(t). (4.21)

Dann ist mit der Definition (4.19)

n

I = I'(v +n7!z+1) 2 (—1)m<"+y>/ dLert e e).

|
m=0 m:

Wir konnen das Integral durch die LAPLACE-Transformierte von w(t) ausdriicken, wodurch
(=)™ (n+v qv—rtm
vo__ -1 v—pt+m
n F(l/ +n+1) z_: m! (n — m) (=1) du”—“+mw(u>

mO

U=
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entsteht. Aus der Entwicklung von w(u) in Potenzreihenform

o
wu) =" apu”
k=0

ist mit p = v der gesuchte Entwicklungskoeffizient ¢/ gegeben durch:

y n! " In+v\ X (1 i—m
q”_F(u+n+1)z_:<n—m>Z<m>aza '

m=0 i=m

Fiir o = 0 erhalt man einen sehr einfachen Fall. Dann ist:

n! " (n+v
a4, = Tovt+ntl) Z_: ( ) .- (4.22)

m=0 n—m

Die ¢” lassen sich somit als Linearkombination der a; bzw. der Momente < ¢* > mit i < n
darstellen. Fiir grofle Zeiten t ist sogar die Wahl v = 0, d.h. die Entwicklung nach den
gewohnlichen LAGUERREschen Polynomen L, (), angebracht. Es ist

w(t) =e" i Gn Ln(t), (4.23)

mit den zugehorigen Entwicklungskoeffizienten

=3 (") . (4.24)

m=0 m

Die somit erhaltene Darstellung von w(t) durch ihre Momente stimmt mit den im vorigen
Abschnitt erzielten Ergebnissen {iberein. Zur praktischen numerischen Auswertung sind bei
kleinen Zeiten ¢ hinreichend viele LAGUERREsche Polynome zu beriicksichtigen, da sich die
Konvergenz fiir diese Werte verschlechtert.

4.9 Zusammengesetzte und stochastische Fraktale

Jeder Konstruktionsvorschrift entspricht eine bestimmte Abbildung f™ mit dem Abbil-
dungsindex n aus der Wartezeitverteilung der vorigen Stufe n — 1:

w™ (u) = ™ (w(nfl)(u)) '
Die mittleren Wartezeiten T transformieren sich dabei mit:

0
(n) — (n=1) _ _ =7 () (,,(n-1)
T0) = AT =~ f (W™ V() |y

Bleibt die Abbildung f = f™ immer dieselbe, so vereinfacht sich dies zu:

w™ (u) = f (w(”_l)(u)) :
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A

Zwei Arten der Zerlegung der Drei-
ecksstruktur werden abwechselnd ange-
wandt. Das ist zum einen die Vorschrift
zur Konstruktion des SIERPINSKI- Drei-
ecks zur Basis b = 3, zum anderen die
fiir die Basis b = 2. Diese 3-2-Regel er-
zeugt ein Fraktal mit der HAUSDORFF-
Dimension d = 1 + ﬁ—g. Die Wande-
rungsdimension betrégt in diesem Bei-
spiel wegen A = AzAg = %5

ln% +1Inb
In3+4+1n2°

du (3‘2) =

Abbildung 4.5: 3-2-Regel

Konstruiert man die Gesamtstruktur periodisch hintereinander mit den N Abbildungen

f(N)f(N—l) .. f(2)f(1)7

so ergibt sich ein resultierendes A™) mit:
N
AN =TT M (4.25)

Hierbei ist N zugleich die Periode. Jeder solchen Zerlegung entspricht ein rdumlicher Ska-
lenfaktor ;. Der resultierende Skalenfaktor oY) berechnet sich aus:

a™ =TT au. (4.26)

Es ergibt sich somit eine resultierende Wanderungsdimension:

_ In A&V _ SN In )
Y lna®™ YN Ina;

(4.27)

Sind alle o; = «, so vereinfacht sich dies zu:

1 N
dw: N;dwl

Dabei sind die d,,, die jeweiligen Wanderungsdimensionen, wenn die Struktur nur mit der
Vorschrift ¢ erzeugt wird. Die effektive Wanderungsdimension d,, ist somit das arithmetische
Mittel aus den d,,,. Auerdem skalieren die Massen jeweils mit dem Faktor j;. So errechnet
sich die fraktale Dimension zu:

Y In g

d= ST (4.28)
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Die Zerlegung der Struktur bleibt nicht auf periodische Bildungen beschréankt. Man kann
diese ins Unendliche fortsetzen. Hat man z.B. einen Satz von Abbildungen {f™), ... f0™1,
so kann man eine beliebige Folge dieser bilden, die auch nichtperiodisch sein kann.

Dabei muf§ die Wahl der Abbildungen nicht nach deterministischen Prinzipien erfolgen.
Sind z.B. fi und f; zwei zufillig auszuwéhlende Funktionen und N die Anzahl der gemachten
Zerlegungen, so soll die Funktion f; mit der Haufigkeit M gewihlt werden. Die zugehérigen
geometrischen Skalenfaktoren seien oy bzw. as. Der resultierende Zeitskalenfakor ist dann

AN = AMAYM

und der resultierende geometrische Skalenfaktor

V) = od”oév’M.

a
Damit errechnet man eine Wanderungsdimension von:

gy _ My + (N — M) In A
Y Mlna;+ (N —M)lnay

Hierbei wird zunéchst vorausgesetzt, das nach N Schritten dasselbe Auswahlprinzip ablauft.
Erfolgt nun die Zerlegung immer weiter, dann ist im Grenzfall
M(N)
= lim —~= 4.29
p=lim = (4.29)

N—oo

die Wahrscheinlichkeit, mit der die Vorschrift f; gewahlt wurde. Fiir das wandernde Teil-
chen bedeutet das zugleich, dal es mit dieser Wahrscheinlichkeit von Stufe zu Stufe in eine
Struktur mit der Vorschrift 1 wechselt. Die effektive Wanderungsdimension ist demnach:

o plnA + (I —p)lnk,
Y plnag +(1—p)lnay

(4.30)

Die Wahl der Funktionen mufl nicht auf zwei beschrankt bleiben. Man kann auch aus einem
Satz von Funktionen { f1,..., fx} bei jeder Zerlegung wihlen. Dann ist mit dem zugehorigen
Satz {p1,...,pr} an Wahrscheinlichkeiten

25;1 piln \;

dy = -
2 iz1 Pi In oy

(4.31)

mit der Bedingung >°F_, p; = 1. Es erfolgt jeweils im Zihler und Nenner eine Mittelung der
logarithmischen A\- bzw. a-Werte. Daher kann man auch einfach schreiben:
(In \)

(Ina)

dy = (4.32)
Die hier gemachten Betrachtungen gelten nur fiir eine gleiche Belegung der einzelnen Ab-
schnitte einer Konstruktionsstufe. Eine inhomogene Zerlegung ist eine mogliche Erweite-
rung der hier beschriebenen Methode. Dann treten zuséatzlich Kopplungen unterschiedlicher
Strukturtypen auf. Das hat ein Spektrum an moglichen Wanderungsdimensionen zur Folge,
je nachdem welche Folge von Strukturtypen durchlaufen wird. Eine genauere Untersuchung
ist mit dem Multifraktal-Konzept moglich, soll hier aber nicht weiter ausgebaut werden.
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4.10 Mehrzustandsrenormierung

Das wandernde Teilchen soll nun die Fahigkeit besitzen, verschiedene Zustédnde j mit j =
1,..., N anzunehmen. Dabei beschranken wir uns auf lokale Umwandlungen, d.h. Prozesse
die an einem Gitterpunkt geschehen. Das Indexpaar ij mit ¢ # j beschreibt Umwandlungen
von j in ¢. Die zugehorige Dichte der Wartezeitverteilung sei w;;(t). Zwischen diesen Gitter-
punkten kann das Teilchen springen. Die Wartezeit fiir zwei aufeinanderfolgende Spriinge ist
verteilt mit der Dichte w;;(t), wenn sich das Teilchen im Zustand ¢ befindet. Ist ein solcher
Sprung nicht moéglich, dann ist die entsprechende Verteilung identisch Null. Wir betrachten
somit die Folge der Ereignisse bestehend aus Warten auf einen Sprung und Warten auf eine
Zustandsidnderung.

Die Aufgabe besteht nun darin, alle méglichen Sequenzen von Warte- und Umwand-
lungsphasen so zu erfassen, dafl ein resultierender Sprung zwischen den Gitterpunkten in
der vergroberten Konstruktion entsteht. Wir beginnen die Betrachtung bei einer beliebi-
gen Stufe n der Konstruktion. Die Betrachtungsweise ist analog der gewthnlichen Renor-
mierung im zustandslosen Raum. Es werden nur die Wartezeitverteilungen wy;(t) fir die
Ortsverdnderung renormiert. Die Verteilungen fiir die Umwandlungen bleiben in jeder Kon-
struktionsstufe dieselben. Selbstversténdlich konnen Teilchen, die im Zustand ¢ starten, auch
im Zustand j am betrachteten Endpunkt £ der Wanderung ankommen. Dieser Fall ist aber
im renormierten Schema das Produkt einer renormierten Wanderung mit einer darauffol-
genden Zustandsdnderung. Somit ist ein solcher Prozef§ zusammengesetzt und braucht nicht
gesondert betrachtet werden.

Im folgenden werden wieder die LAPLACE-transformierten Dichten der Verteilungen be-
trachet. Analog dem zustandsfreien Fall soll nun die Transfer-Matrix fiir die Wanderung mit
mehreren Zustidnden erzeugt werden. Zwischen den Gitterpunkten kann der Ubergang nur
mit der aus den Diagonalelementen w;;(u) gebildeten Matrix wp erfolgen. An den Gitter-
punkten selbst kann die Umwandlung nur mit der Matrix w —wp geschehen. Durch direkte
Produktbildung aus Punktraum und Zustandsraum kann man die zugehorige Transferma-
trix aufbauen. Dazu mufl man aber eine Zerlegung in lokale Umwandlung und rdumlichen
Sprung vornehmen. Die Transfermatrix hat dann die allgemeine Form:

A,=1Isx(w—wp)+ A Xwp. (4.33)

Die Matrix I4 ist die zur rdumlichen Transfermatrix A zugehorige Einheitsmatrix. Der erste
Term der Summe stellt daher die lokale Umwandlung dar, der zweite hingegen die raumliche
Anderung. Um nun die resultierende Wartezeitverteilung der Wanderung wy;" ) (u) in der auf
n folgenden Stufe zu erhalten, mufl zum einen auf den Startpunkt mit y und den Zielpunkt
mit x” projiziert werden, zum anderen auf Ausgangs- und Endzustand ¢ Bezug genommen
werden. Damit ergibt sich fiir die jeweilige Zustandswanderung die Gleichung

wi ™V (w) = 2w (u) (i x" | [T- A y50) (4.34)

mit ¢ = 1,..., N. Dabei ist I =14 x I, und z die Koordinationszahl des Startpunktes. Als
Beispiel soll nun der Zweizustandsprozefl auf der Geraden betrachtet werden. Die Transfer-
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matrix hierfiir lautet:

0 w12 w11 0
W21 O O W29
A, =
1
;W11 0 0 W12
o 1 0
5 Wa2 W21

Das Teilchen mége in S im Zustand 1 starten und an E wieder im Zustand 1 ankommen.
Dann ist die zugehorige Funktionalgleichung fiir wy; (u)

w;l = W11 (07 07 17 O) [I - Aw]il (435)

o O O

Ausfiihrlich heif3t das:

2
w11 2wy + 2w, Wag — Wiy Wiy)

(4.36)

wy, = :

U4 2w — 8w, 4 4w — 4w, wig Way — 2w3y + W w3,
Dabei ist w, = wipwsy der Schleifenterm fiir die Umwandlung. Durch Vertauschen der
Indizes erhélt man die Funktionalgleichung fiir was(u). Zur weiteren Behandlung entwickeln
wir die w;; linear nach u, d.h. es ist:

wij(u) = pij (L= Tu+--).

Durch Setzen von u = 0 erhilt man die neuen Ubergangswahrscheinlichkeiten pi, und pj,.
Durch Linearisierung der Gleichung (4.36) unter Beachtung der Ergebnisse fiir pf; und p3,
erhélt man das folgende System von Gleichungen:

17y Ty
= (8% —'— —
T b T
T T,
22 _ v 411 +4.
T T

Die Konstanten «, 3, v, d beinhalten Terme mit lokalen Ubergangswahrscheinlichkeiten und
konstanten Verhéltnissen von T;;/T;; fiir i # j, die elementar vorgegeben sind. Zur Giiltigkeit
dieser Beziehung in jeder Konstruktionsstufe mufl das Verhéltnis von 777 und 75, konstant
bleiben, d.h. es ist mit

T T
I3 Ty
die Beziehung
-0
P T — b =0
Y Y

zu erfiillen. Hierbei ist nur die positive Losung bedeutsam. Die zeitlichen Renormierungs-
faktoren sind dann gegeben durch:
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Die zugehorigen Wanderungsdimensionen sind:

_hl/\l
~ In2’

_hl)\g
~ In2°

(1) d(2)

Auf eine ausfiihrliche Angabe von x soll hier aufgrund des Umfanges verzichtet werden.
Prinzipiell sind alle schon frither untersuchten Modelle mit dieser Methode berechenbar.



Kapitel 5

Chemische Reaktionen

Chemische Reaktionen sind Musterbeispiele zur Beschreibung von Prozessen. Da ist zum
einen der ,,rein“ chemische Umwandlungsprozef3, zum anderen der Transportproze3, welcher
dafiir sorgt, dafl die Stoffe zueinandergefiihrt bzw. abtransportiert werden. Die Kopplung
beider Prozesse ist somit untrennbar und bedarf einer einheitlichen Beschreibung. Hierfiir
eignet sich der Mehrzustandsformalismus aus der CTRW-Theorie. Dazu ist jedoch eine
Kenntnis der Elementarprozesse notwendig. Die Wanderung allein wurde schon friiher in
der Arbeit beschrieben. Da Umwandlungsprozesse ein sehr komplexes Erscheinungsbild be-
sitzen, werden hier wie iiblich die einfachsten Typen betrachtet und die zugehdrigen Warte-
zeitverteilungen bestimmt. Thre Beeinflussung durch den Transport soll fiir einfache Beispiele
untersucht werden. Chemische Umwandlungen in stochastischer Betrachtungsweise werden
zunehmend in der Literatur untersucht [37, 38, 39, 40].

5.1 Allgemeines

Die CTRW-Theorie ist ein brauchbares Instrument zur Beschreibung des Systems chemi-
scher Reaktionen in isotropen Medien wie auch in Gittermodellen. Das System wird ge-
kennzeichnet durch die Konzentration einer Stoffsorte am zu untersuchenden Ort r zur
Bestimmungszeit ¢. Eine Reaktion beschreibt die Umwandlung des betrachteten Stoffes in
einen anderen bzw. den Zugewinn desselben. Dabei mufli man jedoch beachten, dafl die
reagierenden Teilchen erst durch die Wanderung zusammentreffen. Die chemische Reaktion
fiir sich ist dagegen ein von der Wanderung zeitlich unabhéngiger lokaler Prozef. Zur Dar-
stellung aller moglichen Umwandlungen bietet sich der Mehrzustandsformalismus an. Jeder
Zustand wird durch einen Index charakterisiert. Diese Zustidnde kénnen sowohl angeregte
energetische Zusténde eines Stoffes als auch vollig neue Stoffe darstellen. Die prinzipiellen
Umwandlungsméglichkeiten werden durch das Reaktionsschema erfafit. Es ist klar, daf nicht
jeder Umwandlungversuch erfolgreich sein mufl; was von der Energiedifferenz der beiden
Zustande, der Temperatur, der gegenseitigen Molekiilorientierung und anderen Parametern
abhéngt. Im Vordergrund dieses Kapitels stehen Punktmolekiile. Wir wollen hier vorerst
nur die Gesamtkonzentration der einzelnen Komponenten im Raum betrachten, d.h. wir
interessieren uns fiir

a(t) = /ddrci(r, ). (5.1)

64
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Unter Beriicksichtigung der Grundgleichung fiir den Propagator P im Mehrzustandsforma-
lismus erhélt man in transformierter Form:
I- 1
(k= 0,u) — L= o) .
u I-w(k=0,u)

Es sei der Kiirze wegen

P(u) =P(k=0,u), w(u) =w(k=0,u),
da nun keine rdumliche Abhéngigkeit besteht. Damit gilt:
~I—wp(u) 1

P(u) = .
() u I—w(u)
Den Konzentrationsvektor ¢(t) = (ci(t),c2(t),...) zum Zeitpunkt ¢ erhélt man aus der
inversen LAPLACE-Transformation von:
c(u) = P(u) cp. (5.2)

Dabei ist ¢y der Vektor der Anfangskonzentrationen.

5.2 Die Zerfallsreaktion A — B

Die genaue Art der Wartezeitverteilung mufl man aus dem Reaktionsschema bestimmen,
was jedoch fiir kompliziertere Reaktionen schwer machbar ist. Hier soll eine neue Methode
zu deren Bestimmung vorgestellt werden. Die Vorgehensweise ist eine rein stochastische und
setzt keine quantenmechanische Betrachtungsweise zum Elementarprozef3 voraus. Die ein-
fachste Form einer Umwandlung ist die Zerfallsreaktion A — B mit Absorption von B. Da
dieser Prozef wohl bekannt ist, soll er als Musterprozef zur Uberpriifung der hier betrachte-
ten Methode untersucht werden. Der Prozel mége an einem festen Raumpunkt geschehen.
Nach genau der Zeit ¢ soll die l\{léglichkeit zur Umwandlung bestehen. Die zugehdrige Dichte
-p

O

A B

Abbildung 5.1: Zerfallsschema A — B

der Wartezeitverteilung sei w(t). Dabei geht der Stoff A bei jedem Schritt mit der Wahr-
scheinlichkeit p in den Stoff B iiber. Mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p bleibt die Gelegenheit
unausgenutzt. Der Betrag von p hédngt z.B. vom energetischen Zielzustand als auch von
der Struktur der Umgebung ab. So konnen etwa k Zyklen mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p
durchlaufen werden bevor die Umwandlung erfolgt. Der resultierende Prozef setzt sich somit
aus allen moglichen Zyklen und dem abschlieBend erfolgreichen Ubergang zusammen. Fiir
die LAPLACE-Transformierte von w(t) erhdlt man dann die Renormierungsgleichung

[e.e]

Lw(hu) = pw(u) Y- (1= p)w(u))",

k=0
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d.h.

pw(u)
1—(1-pw(u)
Deren allgemeine Lésung gewinnt man aus dem Ansatz w(u) = g(u)~!. Dann ist pg(Au) =
p— 1+ g(u), und mit g(u) =1+ f(u) gelangt man zur Funktionalgleichung

pf(Au) = f(u),

w(Au) = (5.3)

deren Losung
f(u) = const. u” x(u)

mit 1
np
= ——= A4
g In A (54)
und y(Au) = x(u) ist. Damit erhélt man:
W) = (5.5)
L (bu)"x () '
Wir setzen im weiteren y(u) = 1 und bekommen:
(W)= (5:6)
=TT (bu)”” '

Die Wartezeitverteilungen im Original-Bereich sind uns schon bekannt, es sind spezielle
Fox-Funktionen. Deren asymptotischer Verlauf ist fiir grofie Zeiten ¢ und 0 < v < 1:

w(t) ~t . (5.7)

Dies steht in Ubereinstimmung mit den in [37] betrachteten Wartezeitverteilungen. Man
beachte den exponentiellen Abfall fiir v = 1, was ein vollig anderes Verhalten fiir grofie
Zeiten ist. Eine Erweiterung in (5.7) auf v = 1 ist somit unzuléssig.

Im zeitlich diskreten Fall, bei gleichen Zeitabstdnden fiir die Spriinge, ist (N) = 11? die
mittlere Schrittzahl, die zur Umwandlung notig ist. Damit erhélt man die Bezichung:

A= (N)v.

Den klassischen Po1sSON-Fall bekommt man mit einem Zeitskalenfaktor A = (N). Je nach-
dem, welche Zeiteinheit man wéhlt, erzielt man unterschiedliche (N) und A. Diese sind aber
so voneinander abhéngig, dal (5.4) fiir alle Zeiteinheiten gilt (analog der Bestimmung der
fraktalen Dimension d).

Zerfallsprozesse werden gewohnlich durch Differentialgleichungen beschrieben. Fiir den
PoissoN-Zerfall erhélt man die gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung:

d 1
ECA(t) = _T CA(t).

Hier ist b = T' die mittlere Zeit, nach der eine Reaktion erfolgt. Sie ist in vielen Fallen durch

die ARRHENIUS-Formel [41] T' = T, exp(AU/kp?) gegeben, wobei AU = U(B) — U(A) der
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Potentialunterschied der beiden Zustinde A und B, kp die BoLTZMANN-Konstante und o
die absolute Temperatur ist. Die Zeit Tj ist eine stoffspezifische Konstante. Man bezeichnet
AU auch als Aktivierungsenergie.

Im allgemeineren Fall ist wegen

1 —w(u
ca(u) = 1= w(w) o
U
durch Einsetzen des Ergebnisses fiir w(u)
u’ Huca(u) —co) = b calu)

die fraktionale Differentialgleichung
v—1 9 —v
Dt_toacA(t) =b"cu(t) (5.8)

erfiillt.

5.3 Zweizustandsreaktionen A <& B

.
A

A

WARB WRBA WaAB WA
WwaA
Punkt 1 Punkt 2

Abbildung 5.2: Zweizustandsreaktion

Die Reaktion soll zwischen den beiden Zustéinden A und B erfolgen. Eine Umwand-
lung erfolgt nur an den Gitterpunkten, die Wanderung hingegen nur zwischen diesen. Das
Prozelgeschehen ist auch aus dem folgenden Reaktionsschema ersichtlich.

1. Wanderung: A —Tas A,

B — ' , B

2. Umwandlung;: A ———— B.

Der Prozefverlauf ist somit zerlegt in das Warten auf einen Sprung und das Warten auf
eine Umwandlung. Die Wanderung der einzelnen Sorten im Raum bzw. Gitter ohne Stof-
fumwandlung wird durch die mittlere Wartezeit T4 4 bzw. Tgp charakterisiert und ist daher
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strukturabhéngig. Fiir den eigentlichen chemischen Prozefl, d.h. die Umwandlung von A
in B (Hinreaktion), ist eine mittlere Reaktionszeit Tp4 notig, fiir die Umwandlung von B
nach A (Riickreaktion) dagegen T4p. Fiir die Zweizustandsreaktionen (Zustande A = 1 und
B = 2) erhilt man ausfiihrlich:

Pi(u)  Pia(u) [ 1= win(u) — wai(u) 0
= = X
Poi(u)  Pas(u) Yl 0 1 — wap(u) — wia(w)
(1 —wi(u)  —wp(w) 17
X
| — W21 (U) 1— wgg(u)

Im Gleichgewichtsfall u — 0 sollen fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten folgende Bilanzen
gelten:
wn(O) =1- ’wzl(O), wQQ(O) =1- ’wlg(O).

Eine allgemeine Behandlung der Zweizustandsreaktionen ist jedoch zu aufwendig, daher
sollen einige Spezialfille betrachtet werden.
I. Fiir diese Rechnungen wird als Ansatz jeweils der POISSON-Prozef3 gewéhlt:

wii(o) .
T t: i(u) = ————; =1,2
ranspor wi; (w) T T i
(0 . o,
Reaktion: wij(u) = 111]%3“; i,7=1,2 (i#7).
Die mittleren Wartezeiten fiir den Transport Tj; seien aulerdem klein gegeniiber den mitt-
leren Umwandlungszeiten T;;. Wir setzen: Ty, = T = 0. Nach etwas Rechnung erhéilt
man:
1 1 Ty
Pi(u) =—— Py (u Piy(u) = —
() ( 21 () 12(4) u Tho + Toy + uT12T5
1 Tio 1
P (u) = — Poo(u) = — — Pra(u).
21( ) u T12 —+ T21 —+ UT12T21 22( ) u 12( )

Die Riicktransformation ist sehr einfach moglich:

Pty = 1- % (1 — exp (— (TLH + Tim) t))
i = g2 (o))
0 = gt (e )
Pys(t) _ T127j|2—1T21 (1 — exp (— (TLH + Tim) t)) .
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Nun kénnen auch die Konzentrationen bestimmt werden. Es sei hierbei der Ubersichtlichkeit
wegen ¢3(0) = 0. Man erhélt:

alt) = Cl<0>{1‘%<1—exp (- (%ﬁﬁ) )} (5.9)

o) = () {% <1 _ exp (— <Ti12 + T%ﬂ) t))} (5.10)

Das sind aber dieselben Ergebnisse, wie sie aus der gewochnlichen Reaktionskinetik bekannt
sind. Man erkennt hier die Bedeutung der T;;. Diese entsprechen den reziproken Reaktions-
geschwindigkeiten. Fiir den Gleichgewichtsfall ¢ — oo sind die entsprechenden Konzentra-
tionen berechenbar:

¢1(00) = e1(0) 1T12’ £3(00) = ¢1(0) 1T21. (5.11)

14+ =2 1+ —
T21 T12

Eine etwas allgemeinere Beschreibung der Umwandlungsreaktionen erhélt man aus dem
Ansatz:

_ __wi(0)
win(u) = wi (0) wiz(u) = 1+ (Tou)’
wn o) = —2210) wn(11) = wns (0).

- 1 + (Tglu)a

Die Parameter ¢ und ¢ kennzeichnen den ZerfallsprozefS. Man beachte, dafl die Grofien Tis
und T5; keine mittleren Wartezeiten darstellen, falls die Parameter § bzw. & verschieden von

1 sind. Speziell ist:
1 1

E 1 + (T21U)€ -+ T216T12_6U575.

Pgl (U) =

Fiir den Fall ¢ = ¢ existiert eine nichttriviale Gleichgewichtskonzentration mit (c2(0) = 0):

c1(0 c1(0
1 (00) = LT) ca(00) = LT) (5.12)
1+ (ﬁ) 1+ <ﬂ)
Ty Tio
Die Konzentration ¢ (t) nimmt dann ab mit:
ci(t) ~te. (5.13)

II. Im letzten Fall wurde der Transport unberiicksichtigt gelassen, d.h. der mogliche
Reaktionspartner ist immer verfiighar. Braucht aber der Stoff eine gewisse Zeit, um seinen
Partner anzutreffen (d.h. zum Wandern), so dndert sich auch das Reaktionsverhalten ent-
sprechend. Wir wollen jetzt nur die Umwandlung von A in B betrachten (Zerfallsreaktion)
und die Riickreaktion als vernachlassigbar (z.B. wegen Absorption des Reaktionsproduktes)
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ansehen. Somit ist wi2(0) = 0. Dann erhélt man bei gleicher Wahl der w;;(u):

1 wgl(O)(]. + Tnu)

Pll(U) - E B (1 + Tglu)(wgl(O) + Tnu) P12(U) - O
. wgl(O) (]_ + Tnu) . 1
le (U) o (1 -+ Tgl’U) (’wzl(O) -+ THU) P22(U) - E

Nach Riicktransformation gelangt man zu:

- wa (0) (B — 1) exp( t )_ Lm(())l . <_w21(0)t>’

w21(0)% - _T—Ql w21(0)% -

Plg(t) - 0,
Pgl(t) = 1—P11(t),

PQQ (t) == 1
Entsprechend ist mit ¢y(0) = 0:

a)  wa0) (B -1) / 1 — w1 (0) war (0)
1(0) wor () —1 P (_T_m) T wm (0)Z —1 P (‘ Toy t) !

Ty T11

Cg(t) = 01(0)—Cl(t).

Die Ubergangswahrscheinlichkeit w,;(0) muB man mit quantentheoretische Methoden be-
stimmen. Ist diese 1, dann erfolgt eine reine Zerfallsreaktion, andernfalls besteht die Moglich-
keit zur weiteren Wanderung und der Zerfall wird folglich verzogert.

ITI. Wir betrachten nun den Zerfall von A unter anomaler Diffusion mit w2(0) = 0. Es
ist fiir die Wanderung;:

. wn(O)
’wn(u) = ma

Die eigentliche Umwandlung wird durch den PO1SSON-Prozef beschrieben. Fiir die einzelnen
Komponenten des Propagators erhélt man:

0<p<l.

Pri(u) = % (1 - %) Pra(u) =0
Pulu) = A Po(u) =

Insbesondere ist dann:

1 wgl(O) 1— Wa1 (O) 1
=7 + Iz
ul+Tyu w1 (0) 14 (Thyu)
w21(0)

P21 (U)
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Die Konzentration von 1 nimmt fiir grofle Zeiten ¢ ab mit:
cy(t) ~tH. (5.14)

IV. Zusétzlich zur Anomalie der Diffusion kann man auch einen allgemeineren Umwand-
lungsprozef3 betrachten. Eine mogliche Wahl ist:

W1 (O)

= 0<v<l.
1+(T21u)

Wa1 (U)
Die Anomalie in der Reaktion kommt z.B. daher, dafl an den Gitterpunkten unterschiedliche

energetische Verhéltnisse vorliegen, unter denen der Stoff zerfillt. Fiir das Element Py (u)
des Propagators erhélt man:

1 wgl(O) 1— Wa1 (0) 1
Py(u)=——""——" |1+

Wa1 (O)

Fiir grofle Zeiten t erfolgt der Abfall der Konzentration des Stoffes 1 entsprechend

ey (t) ~ ¢ minty) (5.15)

d.h. der Prozefl mit der grofiten Verzogerung bestimmt schliellich das Gesamtgeschehen fiir
t — oo. Ist man an der genauen Losung interessiert, so kann man diese aus dem Faltungssatz
bestimmen. Hierbei treten wieder die schon frither besprochenen Fox-Funktionen auf.

5.4 Die Annihilations-Reaktion A+ B — 0

Die Reaktion erfolgt so, dal das Reaktionsprodukt 0 aus A und B aus dem System entfernt
wird (z.B. durch Absorption) oder als gasformig entweicht. Gréfien zur Beschreibung der
Reaktion von A mit B zu 0 erhalten den Index A0, die entsprechenden von B mit A zu 0
den Index BO0. Fiir die einzelnen Komponenten des Propagators erhdlt man in LAPLACE-
transformierter Form:

Fa=y Rt R = e
Puo() =0  Paa(u) = % = Poa(u) Pas(u) = 0
Poo(w)=0  Ppa(u) =0 Pos(u) = % ~ Pos(u).

Die Dichte der Wartezeitverteilung wga(t) hingt z.B. davon ab, ob gleichzeitig der Reak-
tionspartner B vorhanden ist (und umgekehrt). Da sich A nur in Gegenwart von B umwan-
deln kann bzw. B nur in Gegenwart von A soll der zeitliche Proze$ fiir die Umwandlung
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identisch sein. Es ist somit nach der Separation des rein zeitlichen Anteils w(u) bzw. wg(u)
durch

woa(u) = pp(A) wa(u),  wop(u) = pa(B)ws(u)
die Beziehung
wa(u) = wp(u) = w(u)

gegeben. Die gemeinsame Verteilung w(u) der Wartezeiten fiir die Umwandlung héngt somit
von der speziellen Wahl der Stoffe A und B ab. Wenn A den Partner B trifft, mufl dies nicht
zwingend zur Umwandlung fithren. Die Wahrscheinlichkeit dafiir sei pg(A). Das gleiche gilt
fiir den umgekehrten Fall. AuBerdem miissen fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten folgende
Bilanzen erfiillt werden:

woa(0) +waa(0) =1, wop(0) + wpp(0) = 1.

Wird der Transport zeitlich vernachldssigt, so ist ca(u) = +(1 — w(u))ca(0). Damit erhlt
man fiir die gesuchte Konzentration:

ca(t) = a(0) /t drw(r). (5.16)

5.4.1 Die Funktionalgleichung fiir w(u)

Der Stoff A zerfalle in Gegenwart von B mit der Wahrscheinlichkeit pg(A), der Stoff B
hingegen mit p4(B). Dann lautet die Funktionalgleichung

W) = pa(A)pa(B) Y 3 (1= pa(A)) wa(w)™ (1 = pa(B)Pwn(u) ™

i=0 j=0

und wegen wp(u) = wa(u)

pB(A)pa(B)w(u)”
(1= (1 =ps(A)w(w)(1 = (1 = pa(B))w(u))

Nimmt man an, dal w(t) ein erstes Moment besitzt, dann ist A eindeutig bestimmt durch

w(Au) = (5.17)

1 1
 p(4)  pa(B)

Andernfalls ist mit der Entwicklung w(u) =1 — cu? + - - - fiir kleine u:

A= <P3}A) i PA%B)> -

5.4.2 Die Reaktion A+A — 0

Als Spezialfall kann man den Fall betrachten, daf die Stoffe A und B gleich sind. Das konnen
z.B. wandernde H"- oder J~ - oder andere Ionen sein. Treffen diese zusammen (unter Betei-
ligung eines entsprechenden Reaktionspartners), so werden diese mit der Wahrscheinlichkeit
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p(A) = pa(A) als gasformig aus dem System ausgeschieden. Die Wartezeitverteilung gentigt
dann der Funktionalgleichung:

2
w(Au) = . (5.18)
Mit g(u) = ﬁ heifit das:

p(A)*g(Mu) = (g(u) +p(A) — 1)".

Selbst dieser Fall ist noch zu schwierig, um in voller Allgemeinheit gelost zu werden. Im
Fall p(A) = % erhdlt man die Moglichkeit, eine explizite Losung der Funktionalgleichung

anzugeben:
1

(cosh (Tu)®)*’

Im Fall endlicher mittlerer Wartezeiten 7' ist o = %, d.h.

win) = — (5.19)

(cosh \/ﬂ) 2

Zum Zwecke der Riicktransformation geht man vorteilhafterweise zur MELLIN-transformier-
ten GroBe iiber. Es ist wegen

1 o —s
w(s) = m/o duu*w(u)

bs_l s—1 s—1 P(ﬂ) 1 — S

=4—2% (1-2""= = < —1)‘ <1
ws) a ( ) r'(1—s) ¢ a ’ °=

Dabei ist ((z) die RIEMANNsche Zetafunktion. Im Fall o = % kann man die Losungen

explizit angeben. Wegen

w4

C(2)T'(2) cos (7) =217 (1 — 2),

mit z = 1 — 2s erhalt man

w(s) = 2 (2)5(223 1) (20(s + 1) — T(s)) ¢(25).

2

Jetzt betrachten wir eine allgemeine Klasse von Funktionen:

0= (3 S ()

Die MELLIN-Transformierte hierfiir ist leicht berechenbar. Es ist:

f(s)zc—sg<és+o‘—ﬁ+y>r<f+g>.
v\ 77
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Durch direkten Vergleich erhilt man:

w(t) = %li { (2% (%”)2— 1) exp (—% (’“7”)2) _ (z%am)?— 1) exp (—%(/W)Q)} |

Man erkennt, dafl sich die Terme fiir gerades k& wegheben und deshalb vom ersten nur die
mit ungeradem k iibrigbleiben. Somit ist:

w(t) = % i (2% (k‘ + %)271'2 - 1) exp (—% <k: + %)27r2> . (5.20)

k=0

Hierfiir gibt es noch eine andere Form der Losung:

w(t) = %71_% (%)_% i n? (exp (—§n2) — 8exp (—§4n2)) .

n=1

Man erhélt sie aus der asymptotischen Entwicklung. Es zeigt sich, dal diese mit der eigentli-
chen Entwicklung vollig iibereinstimmt. Die Konzentration besitzt eine zeitliche Entwicklung
der Form

[e.e]

t 1 t I
ca(t) =2c4(0) kZ::O QT + W exp <—?(l€ + 5) T ) . (5.21)

Kennzeichnend ist ein zunéchst langsamer Abfall der Konzentration. Nach einer gewissen
Zeit erfolgt der Abfall jedoch sehr schnell. Der anfangs verlangsamte Abfall hat seine Ursache
im Suchen eines passenden Partners.

5.5 Reaktionen auf Gittern

Viele Umwandlungsprozesse geschehen in strukurierten Stoffen wie etwa in Katalysatoren.
Diese Strukturen werden oft durch Gitter modelliert. Durch deren chemische Aktivitét er-
hofft man sich in der Regel eine grofiere Ausbeute an Reaktionsprodukten. Aber auch der
Stofftransport in ihnen hat einen entscheidenden Einflufl auf den Reaktionsverlauf. Bei zu
niedriger Geschwindigkeit beim Abtransport der Reaktionsprodukte kann es zu Verstop-
fungen in Form von Ausscheidungen (Segregation) kommen. Die Zeiten fiir die Wanderung
(Diffusion) in der Struktur sind deshalb eine nicht zu unterschétzende Grofie. Eine Analyse
des Gesamtprozesses mit Beachtung der Teilchenwanderung vertieft somit das Verstdndnis
iiber Reaktionen.

Reaktionskontrollierte Wanderung auf der Geraden

Wie wir schon wissen, hat die Struktur des Raumes einen bestimmenden Einflufl auf die
Wanderung. Es soll nun die Wanderung eines Stoffes A unter Einwirkung von Reaktionen
auf der Geraden untersucht werden. Dabei kann A die Zustdnde Age und Ager, annehmen.
Der erste Zustand ist dadurch charakterisiert, daf§ eine freie Wanderung moglich ist, der
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zweite Zustand ist der gebundene Zustand, hervorgerufen durch eine feste Bindung mit dem
Gitter. Es wird somit das Reaktionsschema

Afrei — Ageb

betrachtet. Die Wahrscheinlichkeit, daf§ das Teilchen am Gitterpunkt eine Bindung eingeht,
sei p, mit 1 — p wandert es weiter. Die Wartezeit, mit der das Teilchen garantiert gebunden
bleibt, sei z.B. exponentiell verteilt geméf der Dichte w, () mit einer mittleren Wartezeit
T.. Eine erneute Bindung nach einer Bindung ist explizit erlaubt und unabhéngig davon,
ob das Teilchen vorher gebunden war. Der Umwandlungsprozel ist unabhéngig von der
Wanderung. Die Wartezeit fiir einen Sprung zum néchsten Nachbarn sei durch die Dichte
w(t) mit einem mittleren Wert T" gekennzeichnet. Der resultierende Wanderungsprozef wird
durch die Umwandlungsphasen auf dem Wege zum Endpunkt beeinfluf3t.

\Y P S P E

Abbildung 5.3: Dargestellt ist das Schema einer Wanderung mit Umwandlung auf der Gera-
den. Die Kreise kennzeichnen die Umwandlungszyklen. Der Startpunkt ist S, der Zielpunkt
der Wanderung E. Der Punkt V soll nicht erreicht werden.

Die effektive Wanderungsdimension soll nun bestimmt werden. Fiir die resultierende
Wartezeitverteilung gilt dann in LAPLACE-transformierter Form die Renormierungsglei-
chung

1 1— .
5 w(Au) = ?p wu)xT[I— Ay 'y (5.22)

pun)  (1—p)uw) 1 .
o =) x=(i)
SPw(u)  pw(u)

Explizit erhélt man

(1 —p)*w(u)?
2(1=pwp(u)? = (1= p)*w(u)*
Durch Entwicklung von w(u) und w,(u) nach kleine u 1d8t sich A\ unmittelbar bestimmen.
Es ist:

w(Au) =

(5.23)

p 1,

A=4(1+—-21). 5.24

(-+1_pT) (5.24)
Der Faktor T
p T,

S T 5.25

p=lt T (5.25)

verzogert den ProzeB. Hier ist ersichtlich, dafl sowohl die Reaktionswahrscheinlichkeit p
als auch das Verhiltnis von mittlerer Reaktionszeit zur mittleren Wanderungszeit ohne
Reaktion die Wanderungsdimension

Inp

dy =2+ —
+ln2
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beeinflufft. Sie setzt sich additiv aus der Dimension fiir die freie Wanderung und dem Um-
wandlungsterm zusammen. Im nichtreaktiven Fall (p = 0) erhélt man den wohlbekannten
Wert fiir die Wanderungsdimension d,, = 2. Bei p = 1 (nur Reaktion) ist eine Wanderung
unmoglich, somit ist d,, = oo auch verstéandlich.

Umwandlungen auf dem SIERPINSKI-Dreieck

Vorige Behandlungsweise soll nun auf dem SIERPINSKI-Dreieck untersucht werden. Auch
hier soll eine Reaktion durch einen Umwandlungszyklus an den Gitterpunkten erfolgen. Der
Transfer bestimmt sich aus der Matrix

pwr(u) (1 —p)w(u) 0

A, = | 2wu) pw(u)+22wl) 2w

0 L2 w(u) pw,(u)

Die Funktionalgleichung fiir die effektive Wanderung lautet damit

LwOw) = 1= 0,1,1)[T— A,]"" (1)
e = 7w 01D - A o
oder explizit ) ,
W) = (1 = p)” wiu) (5.26)

(1 —pwr(u)) (4 (1= pw,(u)) =3 (1 —p)w(u)
Die zeitliche Skalierung erfolgt mit dem Faktor

T
A:5<1+L—T>,

1—p T
d.h. es ist m5 1
n n
dy = — + ——.
v ln2+1n2

Auch hier kann man die Zerlegung A = 5u mit demselben p wie oben machen. Es liegt die
Vermutung nahe, daf§ die Grée p charakteristisch fiir den betrachteten Umwandlungspro-
zef3 ist. Erfolgen an jedem Gitterpunkt Umwandlungszyklen im oben besprochenen Sinne,
so ist mit dem zeitlichen Skalierungsfaktor fiir die freie Wanderung A der resultierende

Zeitskalierungsfaktor _
A= Afrel . (5.27)

In der Tat folgt diese Beziehung aus der Funktionalgleichung
whu) =z (1 —p)w(u) xT (1 —pw,(u) E— (1 —p)w(u)A) y. (5.28)
durch Differentiation nach w(u) an der Stelle v = 0. Dann ist allgemein:

. T,
)\frelz T E— A -1 =1 p r'

Die Bedeutung von x,y und A wurde ausfiihrlich im Kapitel 4 besprochen.



Kapitel 6

Ausblick

Diese Arbeit erhebt nicht den Anspruch an Vollstdndigkeit. Vielmehr ergeben sich neue
Fragen und auch Moglichkeiten zur Behandlung anderer Probleme. Es sollen daher einige
weitergehende Themen angefiihrt werden.

Der Komplex Unordnung ist nicht mit dem hier besprochenen Modell der isotropen
Wanderung erschopft, sondern nur eine Naherung durch die Forderung nach Skalen-
symmetrie. Eine allgemeinere Behandlung besteht in der Anwendung von Methoden
der stochastischen Geometrie. Dann sind auch solche Probleme wie die Diffusion in
Schiittungen wie Kugelpackungen oder in Fasersystemen genauer losbar.

Mit der Formulierung der CTRW-Theorie als Propagator-Formalismus scheint eine
Erweiterung auf andere statistische Gebiete der Physik als aussichtsreich. Wegen der
Wabhrscheinlichkeitsinterpretation der Wellen- Funktion ergibt sich ein reichhaltiges
quantentheoretisches Anwendungsgebiet.

Die Kopplung von Diffusion und Umwandlung ist mit dem hier beschriebenen Mehrzu-
standsformalismus moglich. Da nur die einfachsten Reaktionstypen ermittelt wurden,
besteht die Aufgabe, auch fiir kompliziertere Prozesse die Wartezeitverteilung zu be-
stimmen. Auch Probleme der Strukurbildung auf Strukturen wie die Segregation sind
noch wenig untersucht worden.

In der Arbeit wurde das Diffusionsverhalten auf Fraktalen mit endlichem Verzwei-
gungsgrad untersucht und ein Formalismus zur Bestimmung der Wartzeitverteilung
angegeben. Eine Behandlung der hierarchischen Diffusion auf Fraktalen ist vorstellbar.
Unlosbar ist zur Zeit die Erweiterung auf unendlich ramifizierte Gitter. Die Anwen-
dung des Multifraktal-Konzepts auf Diffusionsprobleme steht erst am Anfang.

Immer wieder traten in dieser Arbeit Funktionalgleichungen auf. Eine allgemeine
Theorie zu deren Losung wire eine lohnende Aufgabe. Die damit definierten Funktio-
nen verdienen eine genauere Analyse.

Werden die zu untersuchenden Strukturen immer komplizierter, ist oft eine analyti-
sche Behandlung nicht mehr moglich. Computersimulationen kénnen bei deren Unter-
suchung helfen.

7



Anhang A

Weitere Beispiele

Zur Verdeutlichung der allgemeinen Methode zur Aufstellung von Funktionalgleichungen
und ihrer breiten Anwendbarkeit auf verschiedene Modelle seien weitere Beispiele angefiihrt.
Dabei soll deutlich werden, dafl auch komplizierte, wenn auch endlich ramifizierte Fraktal-
strukturen behandelbar sind. Die meisten Modellrechnungen kénnen leicht mit einem al-
gebrafihigen Programm nachvollzogen werden. Lediglich bei den rekursiven Methoden ist
man auf ,Handarbeit® angewiesen.

A.1 Fraktalbidume

Eine Ahnlichkeit zu wirklich existierenden Strukturen ist offensichtlich. In der Natur treten
diese als feinfaserige Gebilde auf. Markante Objekte sind hierbei biologische Wachstumser-
gebnisse wie Pilzgeflechte (Myzel), Wurzelballen, Baumkronen ... Die Ursachen fiir diese
filigranen Erscheinungsformen sind oft Konkurrenzprozesse mit der Umwelt. Auch in der
unbelebten Natur findet man analoge Formen in Gestalt von Rissen. Die durch elektro-
chemische Anlagerungsprozesse herstellbaren ,,Zinkbdume* sind fast schon Lehrbeispiele.
Aufgrund ihres breiten Auftretens ist ein Verstédndnis von Transportprozessen in diesen Ob-
jekten von fundamentaler Bedeutung. Das hier beschriebene Modell ist die wohl einfachste
Form einer groflen Klasse gleichartiger Erscheinungen. Das Sprungverhalten wird gekenn-

Abbildung A.1: Fraktalbaum, z = 3

78
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zeichnet durch folgendes Schema:

Demnach hat die Transfermatrix A die Form:

A=

Onim O
= O =
N

)
\V)
O —

Als Funktionalgleichung erh&lt man

1 —w(u) 0 !
w(Au) = [O,w(u),O]{iw(u) 1 (zQ)w(u)] {O]

w(u)?

z—(z—Dw(u)®

Aus der Potenzreihenentwicklung fiir kleine u erhélt man A = 2z und in der Einbettungsdi-
mension d = 2 die Wanderungsdimension

Inz

dy =1+ —.
+ln2

A.2 Erweiterung des vorigen Beispiels

v
T
R—Q
b R
Q
V T PSP QTE
R

Abbildung A.2: Erweiterter Fraktalbaum

Voriges Beispiel kann man noch dahingehend erweitern, indem man zusétzlich Zwischen-
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punkte einsetzt. Entsprechendes Sprungschema ist das folgende:
S ——— 2iP
P +—— 15+10
Q —— P+ (z—2)R+iT
R +—— 1Q
T «— 1Q.

Hieraus bestimmt man wieder die Transfermatrix:

[0 z 0 0 0 ]
1 0 1 0 0
A=| 0 % 02—2%
0 0 1 0 0

L 0 0 1 0 0 |

Die Aufstellung der Funktionalgleichung geschieht wie {iblich:

w(Au) = |0,0,0,0, gw(u) E — w(u)A]_1

(ool

Nach etwas Rechnung erhélt man schlieflich

w(u)

wihw) = (62 — Dw(w)’ + (22 - 3w(w)*

und damit A = 4(z + 2). Die Wanderungsdimension betrégt jetzt:

In(z + 2).

dy =1
+ In4

A.3 Die KocH-Kurve

Die Bewegung auf der Kocu-Kurve dhnelt auf dem ersten Blick der Bewegung auf der Gera-
den. Wir miissen aber bedenken, dafl jedes Geradenstiick auf der Zeichnung in Wirklichkeit
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Abbildung A.3: KocH-Kurve

aufgrund der Selbstéhnlichkeit einen Ausschnitt des grofleren Fraktals darstellt. Fiir dieses
Beispiel ergibt sich folgendes Sprungschema:

S +——— 2iP
P 15410
Q «——— iP+1iR
R« 1Q
und die Transfermatrix lautet
01 0 O
0 20
_ |2 2
A=10 1 0 L
0 0 % 0
d.h. die Funktionalgleichung ist:
1
W) = [0,0,0,w(w)][B ~ w(w)A] " | ¢
0
Die rechte Seite schliellich ausgefiihrt ergibt
w(u)*
w(Au) = 2 1
8 — 8w(u)” + w(u)
mit A = 16, d.h.
In16 In2
dy =———=4—— =~ 2.52.
Y  In3 In3 g

Dasselbe Ergebnis erhdlt man auch, wenn man sich vorstellt, dafi auf Geradenstiicken (ei-
gentlich Fraktalabschnitte) gesprungen wird. Dafiir gilt:

w(Au) = %,
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also A = 4. Jedoch ist wegen der Einknickung die Sprungweite nur noch v/3 und somit

In4 41n2

dy = =4—.
In+v/3 In3

A.4 Die modifizierte Kocu-Kurve

Es wurden jetzt noch zusétzliche Verbindungen eingebaut. Diese sollen eine schnellere ra-
diale Ausbreitung ermoglichen. Das Sprunggeschehen wird dann durch folgendes Schema

E

Abbildung A.4: Modifizierte KocH-Kurve

charakterisiert:
S — 3§P

1 1 1
P o« §S+§Q+§R
1 1

R «—— iP+1Q.

Man erhalt als Transfermatrix

01 0 O
1 1 1
= 0 = =
A=|3 | 2 3
01y
0o 1 10

und damit die Funktionalgleichung

w(hu) = [0,0,0, w(w)] [BE — w(u)A] ™"

o O O
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bzw.

w(u)* (w(u) +2)
w(u)* — 2w(u)® — 14w(u)® + 18
Wie man bemerkt, hat der Zihler keine einfache Potenzform wie in den vorigen Beispie-
len. Man gelangt schliellich zu A = % . Die radiale Ausbreitung skaliert in der néchsten
Konstruktionsstufe um den Faktor 3. Als Wanderungsdimension berechnet man daher:

w(Au) =

v
R
T T
T Q Q T
P
Vv E
R P S P R
P
T Q Q T
T T
R
v

Abbildung A.5: Teppichdhnliches Fraktal

Dieses dekorative Beispiel soll verdeutlichen, dal auch kompliziertere Modelle ausgewer-
tet werden konnen. Die Transfermatrix hierfiir lautet:

01000
01 10
A=10 3 0 0 0
0 1 0 0 2
000 %10

Durch den bekannten Formalismus gelangt man zur Funktionalgleichung:

w(u)?

wlhu) = 16 — 21w(u)® + 6w(u)*
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Mit einem zeitlichen Skalierungsfaktor A = 21 und einem zugehorigen raumlichen Skalie-
rungsfaktor von o = 3 erhélt man als Wanderungsdimension

In21
w=——~277.
In3

A.6 Geradenabschnitte mit variabler Linge L

Schon frither wurde die Wanderungsdimension fiir die Gerade ermittelt. Dazu haben wir eine
spezielle Zerlegung mittels Halbierung verwendet. Jedoch sollte die Art der Zerlegung keinen
Einfluf auf das Endergebnis haben, wenn diese nur gleichméfig erfolgt. Mit einer Zerlegung
in L gleichgrofle Abschnitte soll dies gezeigt werden. Als Losungsmethode wird ein Rekur-
sionsverfahren verwendet, mit dem fiir jedes beliebige L die Funktionalgleichung aufgestellt
werden kann und damit d,, berechenbar ist. Ahnliche Rekursionsverfahren ermoglichen es
auch andere schrittweise komplizierter werdende Strukturen zu untersuchen.

| |
| |
\Y E

Abbildung A.6: Variable Geradenlénge

Die Transfermatrix hat die Form einer Bandmatrix von Typ L x L, bei der in der
Hauptdiagonalen die Null steht. In den beiden benachbarten Diagonalen steht %, aufler bei
dem Element, das den Transfer zu S beschreibt. Bei diesem ist die Transferwahrscheinlichkeit
gleich 1. Es ist somit:

= O

N~ O =
ok O

I e

Rk O -

= O
Ol

Die Funktionalgleichung lautet fiir dieses Beispiel:
1 1 -1 T
éw(/\u) = w(u) {O,...,O, 5] [A —w(u)A] [1,0,...,0]

Wir setzen voriibergehend z = w(u), um Schreibaufwand zu sparen. Bei der Berechnung
der inversen Matrix wird wegen der Gestalt des von links zu multiplizierenden Zeilenvektors
und des von rechts zu multiplizierden Spaltenvektors nur das Element mit den Indizes (L, 1)
benotigt, das sich aber auch schnell ermitteln 148t. Daher kann man die rechte Seite weiter
schreiben zu:
1(s)’
2

2Dy — 172DL—2.
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Die Dy sind die Determinanten der Grofie L:

1 —
1 —

N8

NI
NI

N8
N8

olg -
o8

N8
N8

NI

Wie man sieht, erfiillen diese die Differenzengleichung:
22
DL - DL,1 + ZDL,Q == O

Mit Dy = Dy = 1 erhélt man als Ergebnis:

A () - ()

Schlielich kann man die Funktionalgleichung fiir beliebige Werte L angeben:

Dy =

w(Au) = 2w(u) 7

<1 +4/1— w(u)2>L + <1 —/1 - w(u)2>

Mit der Kenntnis der Losung im Fall L = 2 und der Erwartung, dafl diese auch fiir beliebige
L Giiltigkeit hat, machen wir den Ansatz:

1

wlu) = cosh x(u)

Beachtet man noch die Formel von MOIVRE, so ergibt sich die einfache Beziehung

X(Au) = Lx(u)

mit der Losung x(u) = u” f(u). Es werden aber nur Losungen mit endlicher mittlerer War-
tezeit T', d.h. v = %, gesucht und der oszillatorische Anteil in f(u) unterdriickt. Dann ist

wie erwartet 1

- cosh v2Tu

die gesuchte Losung. Aus der Festlegung von v ergibt sich A = L? und die Wanderungsdi-
mension betréigt

w(u)

_ImA

w T m -

Tatséchlich hat die konkrete Wahl der Zerlegung in L gleichgrofie Abschnitte keinen Einfluf3
auf die gesuchte Wartezeitverteilung.

2.
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Uberbriickung

Abbildung A.7: Uberfliegen von Abschnitten

A.7 CTRW mit Fliigen

Es soll nun die Moglichkeit bestehen, bestimmte Abschnitte des Gitters zu iiberfliegen,
d.h. die dazwischenliegenden Abschnitte werden mit einem Sprung bewéltigt. Ein solches
fraktales Modell stammt von STINCHCOMBE [42]. Dabei kann die Wegstrecke der Lénge s
iibersprungen werden. Die zugehorige Transfermatrix A ist:

02 0
1 n 1
5 0oz
3 0 3
1 1
_0_
2 3
1 1 1
s 0 | 3 5 |
Lo |
: 0 3
1 1
1 : V3
5 | 5 0 |
1 1
' N
2 0 3
1 1
595
I 7 0

Die Funktionalgleichung lautet dann:
3
w(Au) = [0, sy 0, iw(u)} [E —w(u)A]'[1,...,0]".

Die expliziten Rechnungen sind aufwendig, so dal auf deren ausfiihrliche Wiedergabe hier
verzichtet wird. Man erhélt:

4w (u)*P <2w(u)871 + Ds_l)
T5,(2T5 — Ds—1) 4 3T5p11Ds—1 + 2Dy 4 (Ts - QUJ(U)SH) '

w(Au) =
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Dabei ist:

~
Il

» <1 +4/1— w(u)2>p + <1 —\1- w(u)2>p
D,y = ﬁ(uf ((1 + /1 —w(u)2)8 + (1 —/1 —w(u)2)8) :

Aus der Entwicklung fiir kleine u erhélt man schliellich durch Vergleich der Vorfaktoren des

linearen Gliedes

ps+p+s
)\:7 1
S 1 (p+s+1)

und als Wanderungsdimension
In A

In(2p + s)

w —

A.8 Modell fiir turbulenten Transport

v V VE
\Y AV
p p
P S\ p
v \%
Vy VV

Abbildung A.8: Modell fiir Turbulenz

Ein Stromfaden zerteile sich in 2 —1 neue. Die einzelnen Féden mit ihren Verzweigungen
sind jedoch nicht alle in der Abbildungsebene darstellbar. Daher sei nur das Erzeugungs-
schema in der Abb.7 angegeben. Es besteht ein wesentlicher Unterschied zum Baum-Modell,
bei dem es ,tote“ Enden gibt, d.h. Punkte ohne weitere Verzweigung. Jetzt ist auflerdem
eine schnellere radiale Ausbreitung moglich, wenn mehr Zweige von der Quelle weg als hin
zeigen. Werden in der ersten Stufe z Endpunkte P mit einem Schritt erreicht, so sind es in
der néchsten Renormierungsstufe z(z — 1). Die Funktionalgleichung fiir w(u) lautet:

z(zl— 1)w()\u) = [0, %w(u)} [E — w(u)A]™" {H )
mit
[t
SchlieBlich erh&lt man: )
W) = (z — Dw(u)?
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Dies ergibt:
2z
z—1
Fiir z = 2 entspricht das dem Fall der Geraden. Es soll nun z > 2 sein. Dann ist: 2 < A < 4.
Bei geeigneter Wahl des rdumlichen Skalierungsfaktors (etwa o = 2) kann man erreichen,
dafl die Wanderung beschleunigt wird. Eine solche schnellere Ausbreitung des Teilchens
erfolgt auch in turbulenten Systemen.

A=
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