B Ausgewidhlte
Lehrbuchdarstellungen zum
Pendel und Doppelpendel

Wolfgang Eisenberg”

Zum Studium der Darstellungen des mathematischen Pendels wurden die
Lehrbiicher zur Mechanik von zwei bekannten Lehrbuchautoren, von ARNOLD
SOMMERFELD und LEW LANDAU, ausgewdhlt. Die anfangs zufillig moti-
vierte Auswahl erwies sich im weiteren Verlauf der Recherchen als tragend.
Eine umfassende Analyse der Lehrbuchdarstellungen zu diesem Thema kann
sie allerdings nicht ersetzen.

Die Lehrbiicher beider Gelehrter wurden mehrfach aufgelegt und reprasen-
tieren zwei nicht nur historisch gepragte Richtungen in der theoretischen Phy-
sik. Sie kennzeichnen einen Wendepunkt - mehr eine Verzweigung - in der
Physikentwicklung.!

Der Altmeister der Quantentheorie, ARNOLD SOMMMERFELD, wollte in sei-
ner Mechanik ,mdglichst viel auf die Anschauung zurickgreifen und nicht nur
die astronomischen, sondern auch die physikalischen und bis zu einem gewis-
sen Grade auch die technischen Anwendungen einbeziehen [1]. Fiir ihn war
die Mechanik das Riickgrat der mathematischen Physik, weil ,die Prinzipien
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1Urspriinglich war diese Themenwahl durch die eigenen historischen Studien zur WE-
BERschen Pendeltheorie des Gehens motiviert. Als Ausloser fiir die konkreter beschriebene
Auswahl] der didaktischen Umsetzung zur Thematik ,, Mehrfachpendel“ erwiesen sich dann
das Leipziger Kolloquium zum 125. Geburtstag des erfolgsreichen ,Didaktikers“ der Phy-
stk ARNOLD SOMMERFELD und die Analyse der Beitrige des HEISENBERG-Verehrers LEw
LANDAU zur Theorie mehratomiger Molekiile im Leipziger ,Synergetik-Seminar“. Daran
kniipfen auch die eigenen Forschungen zum Mehrfachpendel an.
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der Mechanik — der Satz von Impuls und Energie, das Prinzip der kleinsten
Wirkung - in alle Gebieten der Physik hinibergreifen® [2].

Die Pendelbewegung beschreibt A. SOMMERFELD hauptsichlich in den Ka-
piteln ,Schwingungsprobleme® und ,Die Integralprinzipien der Mechanik und
die allgemeinen Lagrangeschen Gleichungen®. Sie enthalten ausfihrliche Ab-
leitungen.

LANDAU hingegen begann erst 1924 in der physikalischen Abteilung und
wandte sich in dieser Zeit erstmalig der ,echten theoretischen Phystk“ zu, als
diese gerade ihre Sturm-und-Drang-Periode erlebte (1925 entdeckte W. HEI-
SENBERG die neue Quantenmechanik). Die Arbeiten von HEISENBERG und
SCHRODINGER versetzten ihn regelrecht in Ekstase. Fiir ihn war es ein ge-
waltiger Triumph, ,daff der Mensch fihig ist, Dinge zu verstehen, die er sich
nicht veranschaulichen kann. Und natiirlich gehéren gerade die Krimmung
der Raum-Zeit und das Unbestimmheitsprinzip dazu® [3].

LANDAUS wissenschaftlicher Stil, Klarheit und Schéarfe der physikalischen
Fragestellung zu erreichen und den schnellsten und elegantesten Weg zur
Losung zu finden, pragte auch sein Lehrbuch der Theoretischen Physik. Des-
halb findet man in seiner Mechanik neben dem LAGRANGE- verstarkt den
HAMILTON-Formalismus und weniger ausfilhrliche Ableitungen und Rechnun-
gen. LANDAU befafite sich aber auch mit Planen ,Bicher dber die Physik
auf allen Niveaus zu schreiben, vom Schulbuch bis zum Kurs der theoretischen
Physik fir Spezialisten“ [4]. Seine geplanten Lehrbiicher der Mathematik fiir
Physiker sollten praktisch und frei von tliberfliissiger Strenge und Kompliziert-
heit sein. Zur Ausfihrung dieses Programms kam LANDAU nicht mehr, so
da wir nur seine Mechanik analysieren konnen. In seiner Mechanik sind die
Pendelbewegungen in den Abschnitten ,,Bewegungsgleichungen“ und , Kleine
Schwingungen“ behandelt worden. Die Pendelbewegung ist auch fiir SOMMER-
FELD kein geeignetes Beispiel zur Demonstration des HAMILTON-Formalismus.

B.1 Die Pendelbewegung in SOMMERFELDS
Mechanik

B.1.1 Das mathematische Pendel

Wie iiblich beginnt auch SOMMERFELD mit der Darstellung des mathemati-
schen Pendels. Die exakte Gleichung fiir dieses schwere Pendel lautet fiir den
Winkel ¢:

ml¢ = —mg sin . (B.1)
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Die Pendelgleichung 148t sich bekanntlich fiir kleine Schwingungen (¢ < 1)
leicht 16sen (sin ¢ = ¢):

= Asinwt mit w? =g/l (B.2)
Dabei verhalten sich die kleinen Pendelschwingungen isochron.

a) b)

Abb. B.1: Modell und Energiekurve/Phasenportrait des mathematischen Pendels

Zur Lésung der exakten Gleichung benutzt SOMMERFELD den Ubergang zur
Energiegleichung:

¢ — 2w cos ¢ = E = —2w?cos A. (B.3)
Als Schwingungsdauer T ergibt sich hieraus:
w{2
T=4wK mit K= / v (B.4)
o /1—k?sin?v

Die Abweichung vom Isochronismus bei endlichen Ausschligen A zeigt die
folgende Formel an:

_ 1,.,A 9 A
T = 27w <1+4sm 5+64sm §+> (B.5)

Mit dieser Darstellung des einfachen und idealisierten Pendels beginnt SOM-
MERFELD seine Lehrbuchdarstellungen zur Pendelbewegung, die er bis zur
technischen Nutzung weiter ausfiithrt. So erwahnt er z.B. auch die An-
wendungen in der Astronomie; die astronomischen Uhren haben einfach ge-
baute Pendel mit A < 1,5°. Das erste Korrekturglied errechnet sich zu
1/20000 = 0,00005. Fiir A = 10° ergibt sich als erstes Korrekturglied 0, 002.
Wenn A = 25° ist, erhilt man als erstes Korrekturglied 0,026 und als zweites
Korrekturglied 0,00055. Selbst diese Angaben sind im Lehrbuch.
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B.1.2 Das physikalische Pendel

Eine Aufhebung der Idealisierung des mathematischen Pendels fiithrt zum phy-
sikalischen Pendel. Die Bewegungsgleichung lautet analog:

a) b)
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Abb. B.2: Modell und reduzierte Pendellinge des physikalischen Pendels
(S: Schwerpunkt, O: Unterstiitzungspunkt)

@¢ = —mgsin ¢. (B.6)

Der Vergleich mit der exakten Pendelgleichung (B.1) liefert als Linge I des
korrespondierenden mathematischen Pendels, d. h. des genannten Pendels mit
der gleichen Schwingungsdauer T

"=l =6/ms. (B.7)
Zum Tragheitsmoment © laft sich ein , Tragheitsarm® a definieren:
@ = ma®. (B.8)

Dieser Lehrbuchabschnitt enthalt die typischen Unterschiede zwischen mathe-
matischen und physikalischen Modellen (Aufhebung von Idealisierungen) und
die méglichen analogen Begriffe (Korrespondenzen) der Modelle.

B.1.3 Das ebene Doppelpendel

Von den Mehrfachpendeln analysiert SOMMERFELD nur das Doppelpendel.
Vorausgesetzt werden vereinfachte Verhéltnisse: g = my/mq < 1. Verkniipft
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Abb. B.3: Doppelpendel

sind also ein schweres und eine leichtes Pendel mit annihernd gleichen Pen-
dellingen I und I,. Fiir kleine Ausschlige (Winkel ¢, ¢ < 1) erhilt man die
Bewegungsgleichungen:

. Tog— T T

mi = —m%xl + mag (% - T:) (B.9)
s g

My, = —mgg(mg - .’E]).

Fiir [; = I, ergibt sich daraus:
#1 4 w21+ 2u)z1 = pwiz, By + Wity = Wiy (B.10)

mit w2 = g/h. Das obere Pendel ist ,u-mal so lose“ an das untere Pendel
gekoppelt wie umgekehrt.

Mit den Ansitzen z; = Be'™ und z; = Ae'™ erhilt man bei Vernachlissi-
gung hoherer Potenzen von u:

C in wt inw't
(e O (e ey Ly
T—7\ w w
C !
T = —I(lsinwt—l,sinw't)
Y- \w w

mit v = — /i, ¥ = +y/E w = wo(l + §/F) und o' = wo(l - 3/A).
Die Geschwindigkeiten des schweren oberen Pendels sind also bei entspre-
chender Phase ,/i-mal kleiner als die des leichten unteren Pendels:

(&
2/u

Wegen der benachbarten Werte von w und w' haben die Ausschwingungen
Schwebungscharakter.

Iy = (cosw't —coswt) und 1z, = %(cosw't + coswt). (B.12)
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Die exakten Bewegungsgleichungen des Doppelpendels hat SOMMERFELD
mit Hilfe der LAGRANGEschen Gleichungen 2. Art abgeleitet. Die LAGRAN-
GE-Funktion lautet in diesem Fall:

my + mo

L = =284+ 21:¢; +malilycos(dy — ¢2)prd,  (B.13)

+ (ml + m2)gly cos 1 + magla cos ¢a.
Die Gleichung (B.9) erhélt man als Naherung fiir kleine Winkel (¢, ¢2 < 1),
wenn man noch annimmt, daf§ auch ¢1 und ¢, GroBen derselben Kleinheit wie
¢1 und ¢, sind, und ¢; durch T und ¢, durch Z

1 2
Das Doppelpendel beschreibt SOMMERFELD also im nicht nur historisch
erfolgreichen LAGRANGE-Formalismus.

T
ersetzt.

B.2 Die Pendelbewegung in LANDAUS
Mechanik

B.2.1 Ebenes Pendel

LANDAUS Lehrbuch der Mechanik enthilt schon ein Pendel mit beweglichem
Aufhingepunkt. Fir ein ebenes Pendel mit der Masse m;, dessen Aufhinge-

X my
é l Abb. B.4: Ebenes Pendel
mit horizontal beweglichem
me Aufhéngepunkt

punkt (Masse m;) sich entlang einer horizontalen Geraden bewegen kann, lau-
tet die LAGRANGE-Funktion:

L= l”rzr_mﬁ i 1’%3 (12452 + 2lidcos ¢) + magl cos . (B.14)
Ste ist in LANDAUS Mechanik enthalten. In diesem Fall sind die Bewegungs-
gleichungen und die MeBgrofien w und T abgeleitet worden. Fiir kleine Winkel
¢ und kleine Geschwindigkeiten ¢ und ¢ haben sie folgende Gestalt:

(my 4+ ma)E +mald = 0 (B.15)

Ip+i+gp = 0 mit wi=9d 1-+-T—2 und w=2—7r.
{ my T
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B.2.2 Das ebene Doppelpendel

LANDAU berechnet wie iblich die kleinen Schwingungen des ebenen Doppel-
pendels. Die Bewegungsgleichungen lauten fiir diesen Fall:

(m1 + ma)lidy + malyy +"(m1 +malgpr = 0 (B.16)
Ly + lads + go2 0.

Il

Mit dem Ansatz z; = Ape™! erhilt man als charakteristisches Gleichungssy-
stem:

Ai{my + ma){g — Lw?) — Agw’myly, = 0 (B.17)
—A111w2 + Az(g — lng) = 0.

Die zugehorigen Wurzeln heiflen:

2 my+mg g my
= — 1] L+ l L2 —4—F1l
Wy o -~ 21112[14'2 \/(1+ 2) L

Fiir m; — oo streben w; und w; den Grenzwerten /g/l; und 1/g/l; (zwei un-
abhingige Pendel) zu. Es fehlen Versuche zur Behandlung grofier Ausschlige
des Doppelpendels. Das Dreifachpendel ist sowohl bei SOMMERFELD als auch
bei LANDAU noch nicht zu finden.

B.2.3 Beispiele der Pendelbewegung in den
Lehrbiichern von SOMMERFELD und LANDAU

Zum Abschluf} sei hier eine Liste der von SOMMERFELD und LANDAU behan-
delten Modelle zur Pendelbewegung angegeben (siehe Tab. B.1 und Tab. B.2).
Der Uberblick der behandelten Beispiele der Pendelbewegung offenbart eine
ahnliche Beispielstruktur mit historischen, zweck- und stilbedingten Spezifika.
Nur das mathematische Pendel ist vollstindig behandelt worden.

In beiden Fillen fehlen das Dreifachpendel und die nichtlinearen Anteile in
der Beschreibung der Mehrfachpendel.

Insofern reprasentieren diese Lehrbuchdarstellungen die Physikentwicklung,
denn die nichtlineare Dynamik erzielte Ende der 80er Jahre (siehe z. B. [5])
ihren bedeutenden Aufschwung.
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I Ebenes Pendel
I.1  Mathematisches Pendel. Homogenes Schwerefeld.

Exakte Losung (S. 29)
1.2  Ebenes Pendel, dessen Aufhingepunkt sich bewegt (S. 13/14)
a) horizontal geradlinig (v = const.) (S. 13/14)
b} horizontal schwingend (coswt; w = const.) (S. 13/14)
c) vertikal schwingend (coswt; w = const.) (S. 109)
d) auf Kreisbahn (w = const.) (S. 13/14)
e) auf Zykloide (T ist unabhanig von der Amplitude) (S. 69/70)
1.3  Ebenes Pendel mit parametrischer Resonanz (S. 98)
1.4  Physikalisches Pendel. Kleine Schwingungen (S. 119)
II.  Ebenes Doppelpendel
II.1  Ebenes Doppelpendel. Homogenes Schwerefeld (S. 12)
1.2 Ebenes Doppelpendel. Kleine Schwingungen (S. 81)
III.  Spharisches Pendel (S.38)

Tab. B.1: Beispiele der Pendelbewegung bei L. LANDAU [6]

. Ebenes Pendel
I.1  Mathematisches Pendel. Homogenes Schwerefeld.

Exakte Losung (S. 83)
1.2  Physikalisches Pendel.

Korrespondierendes mathematisches Pendel (S. 86/87)
I.3  Reversionspendel (S. 87)
14  Zykloidenpendel (S. 184)
1.5  BEssELsches Pendel (S. 92)
1.6 FoucauLtsches Pendel (S. 164)
1II.  Ebenes Doppelpendel (S. 92)
1II.1  Ebenes Doppelpendel. Kleine Schwingungen (S. 107/186/187)
I1.2  Sympathisches Pendel (S. 107)
III.  Sphérisches Pendel (S. 185)

Tab. B.2: Beispiele der Pendelbewegung bei A. SOMMERFELD [1]

Das Thema Schwingungen mehratomiger Molekiile hingegen ist nicht auf
zwelatomige Molekiile beschrinkt. So enthilt LANDAUS Quantenmechanik?
[7] ein Kapitel ,,Mehratomige Molekiile* neben dem Kapitel ,Das zweiatomige
Molekil* [8].

In dem Kapitel iber Molekiilschwingungen zweiatomiger Molekiile bedient
sich LANDAU noch der quasiklassischen Methode, der BOHR-SOMMERFELD-
schen Methode, um die Ergebnisse der Mechanik effektiv einbauen zu kénnen.
Fine quantenmechanische Behandlung eines Mehrfachpendels fehlt explizit —
vielleicht aus didaktischen Griinden.

2Motiviert wurde diese Thematik durch eine Diskussion im Synergetik-Seminar im Leip-
ziger Wissenschaftszentrum im April des Jahres 1994
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B.2.4 Molekiilschwingungen mehratomiger Molekiile
und Stofle 2. Art im Prozef3 der Priadissoziation

LANDAUS Darstellung des zweiatomigen Molekiils basiert auf der Annah-
me, dal die Molekiillwellenfunktion als Produkt der Elektronen- und der
Kernteilchenwellenfunktion darstellbar ist. Dabei wird die Elektron-Kern-
Wechselwirkung vernachlissigt.

Mittels der Stérungstheorie kann man dann die Uberginge zwischen ver-
schiedenen Elektronenzustinden berechnen. Physikalisch wichtig sind beson-
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' Abb. B.5: Kurven der poten-
| tiellen Energie fiir zwei Elek-
i r tronenterme und Pridissozia-
%29 ‘o tion (Spontanzerfall)

ders die Uberginge, bei denen mindestens ein Zustand zum kontinuierlichen
Spektrum gehort. Wenn die Gesamtenergie E héher als die Dissoziationsgrenze
in beiden Zustinden (1,2) ist, dann entspricht der Ubergang 1 — 2 einem
Stoff zweiter Art, und eine Prédissoziation (spontaner Zerfall des Molekiils)
ist moglich. Die Atome gehen in angeregte Zustande fiber und entfernen sich
mit verringerter kinetischer Energie. Wegen der groien Kernmassen ist ihre
Bewegung quasiklassisch, und die bestimmende Rolle fiir die Ubergangswahr-
scheinlichkeit wird der Punkt spielen, in dem der Ubergang auf klassische Weise
behandelt werden kann. Die Uberginge finden nur dann mit merklicher Wahr-
scheinlichkeit statt, wenn sich die Kurven der potentiellen Energie im klas-
sisch erreichbaren Gebiet durchkreuzen. Im Verlauf des Elektroneniibergangs
andern die Kerne ihre Lage und Geschwindigkeiten nicht merklich, wohingegen
die Elektronengeschwindigkeiten sehr grof sind.

Im Moment des Ubergangs bleiben der gegenseitige Abstand und der Impuls
der Kerne unverdndert (FRANCK-CONDON-Prinzip). Damit ist die Klassifika-
tion der Elektronenterme nach den Gleichgewichtslagen der Kerne und deren
Symmetrien sinnvoll. Diese Klassifikation behalt auch noch bei kleinen Schwin-
gungen der Kerne ihren Sinn. Zudem gilt fiir die normalen Elektronenterme
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mehratomiger Molekiile eine empirische Regel, wonach bei der Mehrzahl der
Molekiile die Wellenfunktionen des normalen Elektronenzustandes volle Sym-
metrie besitzen. Der quantenmechanischen Untersuchung kann man demnach
»die rein klassische Betrachtung der Schwingungen eines Molekils als eines Sy-
stems mehrerer wechselwirkender Teilchen (Kerne) vorausschicken®[9]. Somit
diirfen die St6Be zweiter Art wesentlich klassisch beschrieben werden.

Die Uberginge von stabilen zu instabilen Zustinden tberschreiten offen-
sichtlich die Grenzen der Theorie kleiner Schwingungen und markieren den
Ubergang zur Behandlung sehr groBer Schwingungen zweiatomiger Molekiile.
Ahnliche Analysen der dreiatomigen Molekille und die volle nichtlineare
Theorie der Molekiilschwingungen fehlen. Nichtlinearititen und chaotische
Zustande der Mehrkorpersysteme waren noch kein Schwerpunkt von Forschung
und Lehre in der Physik.
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Neuere Ausgaben der Lehrbiicher sowohl von SOMMERFELD als auch von
LANDAU sind im Verlag Harri Deutsch, Thun und Frankfurt am Main, er-
schienen; sie enthalten jedoch keine abweichenden Gesichtspunkte hinsichtlich
der besprochenen Thematik.



