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Zusammenfassung

Es wird eine Einfiihrung in die Physik der Transportprozesse in fraktalen Syste-
men gegeben. Als Grundlage dazu werden die Fraktalkonzeption vorgestellt und der
Begriff der gebrochenzahligen Dimension erliutert; hierbei dient das SIERPINSKI-
Netzwerk als Beispiel. Der normalen Diffusion wird die anomale Diffusion in Frak-
talen gegeniibergestellt. Die Wanderungsdimension d,, und die Spektraldimension d
werden eingefithrt und die neuen Wesensziige der anomalen Diffusion diskutiert. Im
Mittelpunkt der Darstellung des Elektronentransports steht die FinsTEIN-Relation
fiir Fraktale. Die fiir die Fraktalphysik charakteristische Skalierungsmethode wird
an zwei typischen Beispielen erértert, nimlich der Ermittlung des Zusammenhangs
zwischen dy, und d und der Herleitung der EINSTEIN-Relation fiir dynamische Di-
mensionen des Elektronentransports.

3.1 Die Fraktalkonzeption

Die Begriffe Fraktal, fraktales System und Multifraktal spielen seit einigen
Jahren eine wachsende Rolle in der Beschreibung komplizierter physikalischer
und anderer Systeme, darunter chaotischer Systeme. Unter einem Fraktal ver-
steht man eine Punktmenge oder ein System mit einer gebrochenzahligen, d. h.
rdumlichen Dimension (genauer: Dimensionalitit). Das Wort Fraktal ist ein
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Kunstwort; es wurde von B. B. MANDELBROT erfunden, der als Begriinder der
Fraktalphysik gilt [1]. Der Wortstamm kommt vom lateinischen Verb frangere
fiir brechen (Perfektpartizip fractum) und tritt z. B. in Wértern wie Fraktion,
Fraktur oder fraction (englisch fiir Zahlenbruch) auf.

Gewdhnliche Objekte erscheinen ein-, zwei- oder dreidimensional. In der
Mathematik sind Punktmengen mit gebrochenzahliger Dimension mindestens
seit der Begriindung der Mengentheorie durch G. CANTOR vor hundert Jahren
bekannt. Sie besitzen sehr merkwiirdige Eigenschaften, wurden als mathema-
tische Konstruktionen sogar von einigen Mathematikern (z.B. von H. POIN-
CARE) abgelehnt und jedenfalls fiir irgendwelche Anwendungen etwa in der
Physik als vollkommen unniitz angesehen. Heute bilden sie eine wichtige
Grundlage fiir die Theorie raumlich ungeordneter bzw. nichtlinearer Systeme.

Ein moglicher anschaulicher Zugang zum Fraktalbegriff wird durch die Un-
tersuchung der statischen Adsorptionsfahigkeit einer Festkorperoberfliche mit
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Abb. 3.1: Eine reale Festkorperoberfliche mit fraktaler Struktur zeigt eine gréBere
Adsorptionsfihigkeit als eine ebene Oberfliche.

Realstruktur geliefert. Eine reale Oberfliche mit ihren Stufen, Buckeln und
Héhlen kann (pro makroskopisch gemessener Flacheneinheit) mehr Atome ad-
sorbieren als eine glatte, ebene Fliche der Dimension 2 (s. Abb. 3.1), und zwar
um so mehr, je mehr Gitterfehler vorhanden sind. Mit wachsender Zahl der
Stufen und Hoéhlen nihert sich die Adsorptionsfahigkeit der eines Schwammes,
und dieser hat im idealen Grenzfall die Dimension 3. Es ist also sinnvoll, einer
realen Oberfliche beziiglich ihrer Adsorptionsfahigkeit eine (effektive) Dimen-
sion d zuzuschreiben, die der Ungleichung 2 < d < 3 geniigt. Die Oberfliche
wird damit zu einem Fraktal (siehe die Ubersichtsarbeiten [2, 3] u. a.). Dieser
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Sachverhalt ist von entscheidender Bedeutung z. B. fiir Katalysatoroberflachen
in der chemischen Technologie.

Noch wichtiger und interessanter ist das dynamische Verhalten von Frakta-
len, in denen sich beispielsweise Prozesse wie Diffusion, Elektronentransport
oder chemische Reaktionen abspielen. Fiir eine Theorie der Fraktaldynamik
sind weitere gebrochenzahlige Dimensionen nétig, deren Bedeutung iiber die
geometrische Anschauung hinausgeht; dazu zahlen insbesondere die Spektral-
dimension d und die Wanderungsdimension (englisch: walk dimension) d,,.
Das widerspiegelt die Tatsache, daB z. B. Transportprozesse in Fraktalen neue
komplizierte GesetzmaBigkeiten im Vergleich zu gewohnlichen (,,euklidischen®)
Systemen aufweisen und geradezu eine neuartige Physik beinhalten. Dies ist
der Gegenstand der vorliegenden einfiihrenden Arbeit.

Zu den realen Fraktalen, die stets unregelméafiger oder stochastischer Natur

sind, gehdren neben den Festkorperoberflachen

e unregelmafige Porensysteme

o Perkolationslabyrinthe

o verzweigte Polymere in verdiinnter Losung

e Kettenpolymere in Losung und Schmelze

e Cluster mit kolloidalen Metallteilchen

o dendritische Aggregate, z. B. elektrolytische Metallabscheidungen
e Oberflichen von Enzymen, von Proteinen allgemein

¢ Immunoglobin-Koagulate

¢ Blitze

o Wolkenformen

und viele andere.

Fiir eine quantitative Theorie ist es sinnvoll, ideale deterministische, also
streng konstruierbare Fraktale einzufithren. Ein Musterbeispiel dafiir ist das
SIERPINSKI-Fraktal (SIERPINSKI-Netzwerk, -Gitter, -Dreieck, -Dichtung, erg-
lisch: SIERPINSKI gasket) [1, 4], dessen Konstruktion in Abb. 3.2 angedeutet
ist. Mit wachsender Zahl n der Konstruktionsschritte wird die Struktur feiner
und feiner, aber nach wie vor liegt eine Flache mit Lochern vor, also ein Objekt
der geometrischen Dimension d = 2; erst im Grenziibergang lim,_,,, entsteht
ein Fraktal der Dimension d = In3/In2 = 1,5849 ... Fiir Fraktale dieses Typs
sind schon die verschiedenartigsten physikalischen Probleme durchgerechnet
und z.T. experimentell verifiziert worden, z.B. Streuprobleme, Phasenum-
wandlungen, Spinsysteme und Transportprozesse, s. etwa [5, 6, 7]. Das ideale
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n=20 n=1 n=32

Abb. 3.2: Konstruktion eines einfachen SIERPINSKI-Fraktals, n: Zahl der Kon-
struktionsschritte. Gezeichnet sind Pri-Fraktale; das eigentliche Fraktal erhilt man
fiir den Grenzfall n — oo.

Fraktal ist durch zwei miteinander verkoppelte charakteristische Eigenschaften
ausgezeichnet:

1. Selbstadhnlichkeit in allen Langenskalen oder Dilatationsinvarianz (Struk-
turinvarianz gegeniiber der Dilatationsgruppe), d. h. Vorliegen einer hier-
archischen Struktur;

2. Fehlen einer charakteristischen Lange (in der Physik sind wichtige cha-
rakteristische Langen Atomdurchmesser, Gitterkonstante, mittlere freie
Weglange, Korrelationslange, Abklinglange u. a.).

Unter Selbstahnlichkeit oder Skaleninvarianz versteht man die Tatsache, dafi
beim Betrachten eines idealen Fraktals mit einem Mikroskop alle Bildaus-
schnitte mit wachsender Vergrélerung immer wieder die gleiche Struktur zei-
gen (wenn man nicht gerade ein Loch betrachtet). Bei einem realen Fraktal mit
stochastischer Strukturierung spricht man dann von stochastischer Selbstdhn-
lichkeit.

Da ein reales Fraktal in der Natur oder im Laboratorium nicht beliebig
feine Strukturen aufweisen kann und andererseits eine endliche Grofle besitzt
—1deale Fraktale sind per Definition unendlich ausgedehnt —, fithrt man zur Mo-
dellierung realer fraktaler Systeme zwei Abschneidgrenzen ein, namlich einen
unteren Cut-off, z. B. die Gitterkonstante eines Festkorpers, und einen obe-
ren Cut-off, z. B. die Langsausdehnung des untersuchten Systems. Es wird
also ein reales System durch ein ideales Fraktal nur unvollkommen modelliert;
tatsachlich sind aber alle Modelle physikalischer und anderer Systeme in der
einen oder anderen Weise unvollkommen.

Die gebrochenzahlige raumliche Dimension d (die fraktale Dimension, auch
MANDELBROT-Dimension) wird durch die unvollkommene Raumfiillung eines
Fraktals definiert. Dazu denkt man sich das betrachtete Objekt mit Masse
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(etwa der Massendichte p = 1) belegt. Fiir ein gewéhnliches Objekt im eukli-
dischen Raum der Dimension d = 1, 2 oder 3, etwa eine Strecke, ein Quadrat
oder einen Wiirfel der Kantenlange L, und mit einer Gesamtmasse M gilt

M~ L2 (3.1)

(das Zeichen ~ bedeutet proportional; der Proportionalititsfaktor spielt keine
Rolle, allein der funktionale Zusammenhang von M mit L und d ist wesentlich).
Fiir ein ideales Fraktal wird nun die Dimension d durch die Beziehung

M~ L7 (3.2)
definiert. Allgemein setzt man

Extensive Eigenschaft ~ LéngeDlmensmn. (3.3)
Genauer gesehen ist der Grenziibergang lim, ., in der Zahl n der Konstruk-
tionsschritte zu beachten. Dazu kann man das SIERPINSKI-Dreieck als Beispiel
auch gemaB Abb. 3.3 konstruieren. Man startet mit einem massiven Dreieck
der Seitenlinge I = Lo und der Masse M = M, als Initiator; nach dem
Konstruktionsschritt Nr. n liegt dann ein durchbrochenes Dreieck (ein Pré-
Fraktal) der Seitenlinge L, = 2" Ly und der Masse M,, = 3" M, vor. Aus (3.2)
ergibt sich nunmehr

i = lim InM, — lim In(3"™ Ms) 5 In3™ + In M,

n—oo InL, n-oo In(27Lg) oo In27 +1n L
nin3 In3 )

monng g

wegen der Selbstahnlichkeit ist hier und bei allen idealen Fraktalen die Dimen-

sion d unabhingig von der Zahl n der Konstruktionsschritte. Die hier durch

(3.2) definierte Dimension bezeichnet man auch als Kapazititsdimension oder

kurz Kapazitat. Fiir stochastische Fraktale kann man zur Definition von d den

Mittelwert (M) der Masse, gemittelt iiber viele Proben, benutzen; dann gilt

(M) ~ L2 (3.5)

(3.4)

Eine andere und genauere Definition der Dimension d benutzt die vollstandige
Uberdeckung des Fraktals mit Elementarkérpern; dies fihrt auf die HAUS-
DORFF-Dimension [1, 4], die mit der Kapazitatsdimension in praktisch allen fiir
die Anwendungen interessanten Fillen iibereinstimmt. — Ein Multifraktal ist,
grob gesagt, ein Fraktal, in dem die fraktale Dimension selbst ortsabhingig ist
[4]. Beispielsweise sind Kolloide und verschiedene Teilchenaggregate typische
Multifraktale.



40 3. Transportprozesse in Fraktalen: Diffusion und Elektronentransport

Initiator: L = Lo, M = My

Generator: L =L; =2Lo, M = M; =3 M,

L:LQIQZLQ,M:M2=32MQ

L,

Abb. 3.3: Eine weitere Konstruktion des einfachen SIERPINSKI-Fraktals, n: Zahl
der Konstruktionsschritte, L: Seitenlinge, M : Gesamtmasse.
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3.2 Anomale Diffusion

Die Diffusion von Teilchen ist unter allen Transportprozessen der grundlegende
und der wichtigste ProzeB. Wir betrachten zuerst die Diffusion infolge eines
Konzentrationsgradienten in einem gewdhnlichen euklidischen System, die so-
genannte normale Diffusion, wie sie in reiner Form in einem Gas oder einer
Fliissigkeit, aber auch z. B. in einem Festkdrper mit einfacher Kristallstruktur
stattfindet.

Ausgangspunkt ist die Diffusionsgleichung in ihrer einfachsten Form

d
at
dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung vom parabolischen Typ fiir

einen Propagator P(7,t), D ist der Diffusionskoeflizient, und A stellt den
LAPLACE-Operator mit

P(7,t) = D AP(F, 1), (3.6)

d 82
A= Z v (3.7)
i=1

LS

in d Dimensionen dar. Die Grundgréfe
P(7,t) = P(7,]0,0)

ist die Wahrscheinlichkeitsdichte (beziiglich des Ortes), und zwar eine Uber-
gangswahrscheinlichkeit (in physikalischer Sprache) oder eine bedingte Wahr-
scheinlichkeit (in der Sprache der Stochastik); ihre Bedeutung ist (fiir d = 3)
durch P(z,y, 2,t|0,0,0,0)dz dy dz gegeben als die Wahrscheinlichkeit, ein Teil-
chen im Intervall z...z + dz,y...y + dy,z...z + dz zur Zeit t anzutreffen,
wenn es sich zur Zeit t = 0 am Ort z = 0,y = 0,z = 0 befand.

Die sogenannte Fundamentalidsung von (3.6), die zugleich auch die GREEN-
Funktion von (3.6) bedeutet, ist durch die GAUsS-Verteilung (Normalvertei-

lung)
1 72
— L e (- 5:) (38)
(\/47r D t) 4Dt
gegeben, wie man leicht durch Einsetzen in (3.6) bestitigt. Sie ist einfach das

Produkt von d GAUSs-Verteilungen in den d Richtungen eines kartesischen
Koordinatensystems; fiir die z-Richtung etwa gilt

P(7,t) =

2

* ) (3.9)

1
Ple.t) = mexp(‘4pt
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Dieser Sachverhalt bedeutet, dafl die Diffusionsbewegungen der Teilchen in den
drei Raumrichtungen unabhingig verlaufen und daB jeder Diffusionsprozef
in einer Dimension zeitlich unkorreliert ist. Die Lésungen (3.8) und (3.9)
koénnen auch auf mikroskopischer Basis durch Elementarprozesse (z. B. durch
Zufallswanderung eines Teilchens, englisch random walk) erzeugt werden.

Aus der Fundamentallésung (3.8) gewinnt man noch zwei wichtige Aussagen:

1. Das mittlere Verschiebungsquadrat fiir ein Teilchen zur Zeit ¢ ist durch
(F2(t)) = / 72 P(F,t)d%r =2d Dt (3.10)

fir d = 1, 2, 3 gegeben, d.h., es gilt immer der funktionale Zusammen-
hang (7?(t)) ~ ¢, unabhingig von der Dimension d.

2. Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen zur Zeit ¢t am Ort 0 anzutreffen,

wird durch !

(i)

bestimmt. Diese Beziehung dient spater zur Definition der Spektral-
dimension d eines Fraktals.

P(0,t) = ~ 742 (3.11)

Die Diffusion innerhalb eines Fraktals verlauft gebremst, weil ja die wan-
dernden Teilchen die Liicken im Fraktal umgehen miissen. Entscheidend ist,
daB diese sogenannte anomale Diffusion nicht durch einen verkleinerten Diffu-
sionskoeffizienten D und durch die geometrische Dimension d beschrieben wird;
vielmehr tritt ein neuer funktionaler Zusammenhang zwischen (r2(t)) und ¢
auf [8, 9]:

(F2 (1)) ~ t~. (3.12)

Dabei hat der Diffusionsexponent & folgende zwei Eigenschaften:

1. Es ist k < 1, dadurch wird die Diffusion ein zeitlich korrelierter stocha-
stischer Prozef.

2. k ist fir jeden Fraktaltyp spezifisch und unabhéngig von der geometri-
schen Dimension d, es ist « also keine universelle Grofe.

Die anomale Diffusion kann durch eine komplizierte veraligemeinerte Dif-
fusionsgleichung und eine entsprechende verallgemeinerte Fundamentallésung
beschrieben werden, diese ist nicht langer eine GAUSSsche Wahrscheinlich-
keitsdichte, s. [6, 8, 9]. Interessante theoretische Alternativen bietet auch
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die Anwendung des sogenannten fraktionalen Kalkiils, d.h. das Rechnen mit
Differentialquotienten gebrochenzahliger Ordnung [6, 10, 11, 12, 13].

Da der Diffusionsexponent k < 1 ist, wird die gebremste anomale Diffusion
von einer zeitlichen Antikorrelation beherrscht, d. h., ein wanderndes Teilchen
lduft sozusagen bevorzugt riickwarts. Dadurch hat die GroéBe (72(¢)) nicht
langer stationdre Zuwéachse, und der Anfangszeitpunkt wird bei Experimenten
mit fraktalen Systemen wichtig. Das gilt insbesondere fiir Diffusionsexperi-
mente mit der Kernspinresonanz-Echo-Spektroskopie [14, 15].

Es ist sinnvoll und {iblich, eine Wanderungsdimension d,, durch die Bezie-
hung

K= — (3.13)

einzufiihren, wobei man noch d, = 2 + 6 setzt [8, 9]. Mit d, = 2,0 = 0
ergibt sich normale Diffusion; gebremste anomale Diffusion wird durch Werte
d, > 2 charakterisiert. Der Zahlenwert d,, ist in den meisten Fallen mit der
geometrischen fraktalen Dimension d der BROWNschen Trajektorie (WIENER-
Kurve) identisch, die sowohl bei normaler wie bei anomaler Diffusion ein ty-
pisches Fraktal ist, also Raumgebiete eines Zustandsraumes dicht fiillt. Ma-
ximale Werte gehen bis d,, = 6. Fiir das einfachste SIERPINSKI-Dreieck wird
d, =1In5/In2 > 2.

Eine weitere wichtige Dimension fiir alle ProzeBabliufe ist die Spektral-
dimension d. Sie wird, ausgehend von anomalen Diffusionsprozessen, im An-

schluf an Gl. (3.11) durch die Beziehung
P(0,t) ~ t=4? (3.14)

definiert. Der Zusammenhang zwischen der Wanderungsdimension d,, und
der Spektraldimension d kann durch eine typische Methode der Fraktalphysik
ermittelt werden, namlich der Skalierungsmethode. Bei ihr wird das grundle-
gende Skalierungsverhalten der relevanten Gréfien in Form von Proportiona-
lititen ausgenutzt. Man definiert dazu zunichst

I = +/(F2(t)) ~ /% (3.15)

(also ¢t ~ I%» vgl. GI.(3.3)). Das Gesamtvolumen im Fraktal, das im Mittel
von einem wandernden Teilchen bis zur Zeit ¢ erreichbar ist, betragt

V(t) ~ 13~ 13, (3.16)

Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit ¢t an irgendeinem Punkt, z. B.
am Nullpunkt, zu finden, ist gegeben durch

1 _q .
P(0,t) ~ 0] ~ 174 (3.17)
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d d
Der Vergleich mit Gl (3.14) ergibt sofort 7= T und damit die wichtige
Beziehung 5 v
2 d
= — = = . .1
K =7 <1 (3.18)

Von den drei Dimensionen d,d,, und d sind also nur zwei unabhingig. Die
Spektraldimension hat in vielen Fillen den ungefihren Wert d = 2. Fir
gewohnliche euklidische Systeme fallen natiirlich wegen d,, = 2 die beiden Di-
mensionen d und d zusammen und sind gleich der entsprechenden euklidischen
(Einbettungs-)Dimension d.

Es ist interessant und zeigt die Konsistenz der Theorie, da das Schwin-
gungsverhalten eines mit Atomen besetzten fraktalen Netzwerkes (genauer:
eines Pra-Fraktals) von der gleichen Spektraldimension d beherrscht wird wie
das Diffusionsverhalten. Nach der DEBEYschen Theorie gilt fiir die Schwin-
gungszustandsdichte p(w) der Atomschwingungen eines gewohnlichen euklidi-
schen Kristallgitters der Dimension d:

p(w) ~ w? L. (3.19)

Fiir fraktale Netzwerke entsteht daraus [16, 17]

plw) ~ w1t (3.20)

Insbesondere elektronische Zustandsdichten werden durch die Spektraldimen-
sion festgelegt, sofern nicht rein statische Probleme wie das CoUuLOMB-Glas
mit lokalisierten Elektronen auf einem fraktalen Gitter untersucht werden [18].

Eine grundlegende Aufgabenstellung betrifft die Berechnung der Wande-
rungsdimension d,, (oder der Spektraldimension J) fiir ein fraktales Sy-
stem. Dazu existieren mehrere Renormierungsmethoden, die entscheidend die
Selbstahnlichkeit eines Fraktals ausnutzen und dadurch exakt durchfiihrbar
sind, im Unterschied zu Renormierungsmethoden fiir nicht fraktale gewshn-
liche Systeme. Die Renormierung physikalischer Grofien wie des Propagators
P(7,t) lauft auf eine unendlich oft wiederholte Reskalierung der Lingenskalen
im Fraktal hinaus [5, 6, 7, 9, 19].

Eine effektive Methode, nadmlich die dynamische Ortsraumrenormierung, be-
ruht auf dem Propagator-Formalismus fiir stochastische Sprungprozesse in ste-
tiger Zeit (englisch: continous time random walk, CTRW), verbunden mit
einem eleganten Matrixformalismus zur Ermittlung der exakten Dynamik ei-
nes wandernden Teilchens [6, 19]. Diese Methode ist der Renormierung einer
Master-Gleichung fiir den Propagator P(7,t) des CTRW iquivalent [5, 20].
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Der Propagator-Formalismus kann durch Einbeziehung einer stochastischen
Verteilung endlicher Flugzeiten des wandernden Teilchens erweitert werden
[21] und fithrt dann auf eine verallgemeinerte nicht-MARKOVsche Master-
Gleichung [22].

3.3 Elekronentransport:
EINSTEIN-Relation fiir Fraktale

Das Gebiet des Elektronentransports in Fraktalen umfafit eine ganze Reihe
verschiedenartiger Problemkreise; dazu gehoren unter anderem

e Zustandsdichte und elektronische Struktur (Lésung der SCHRODINGER-
Gleichung)

o Stromleitung durch Sprungtransport (hopping)

e ANDERSON-Lokalisierung und Multifraktalitdt der Wellenfunktion
e Rauschen in Fraktalen

o fraktale Elektroden

o dielektrischer Durchbruch (mit fraktalen Mustern)

e Perkolationsphysik.

Hier soll die sogenannte EINSTEIN-Relation fiir Fraktale [9] besprochen wer-
den, die dynamische Dimensionen fiir Diffusion und Elektronentransport
miteinander verknlipft und ein weiteres typisches Beispiel fiir die Anwen-
dung der Skalierungsmethodik darstellt; diese Relation ist ein Analogon der
EINSTEIN-Relation zwischen Diffusionskoeffizient D und spezifischer elektri-
scher Leitfahigkeit o fiir gew6hnliche euklidische Systeme.

Die bekannte EINSTEIN-Relation fiir D und o lautet fiir Elektronen

62

dabei ist n die Elektronenzahldichte, e die Elektronenladung (im Betrag), & die

BoLTzZMANN-Konstante und T' die Temperatur. Fithrt man die Beweglichkeit
u eines Teilchens als Driftgeschwindigkeit vy bezogen auf die Feldstirke E ein,

vy
=2 3.22
b= (3.22)



46 3. Transportprozesse in Fraktalen: Diffusion und Elektronentransport

dann ist 0 = en u, und damit lautet die EINSTEIN-Relation

_ &
F=%T

Es konnte streng gezeigt werden, daf# Relationen vom Typ (3.21) oder (3.23)
auch fir Fraktale gelten miissen [9]. Interessanter sind Zusammenhinge zwi-
schen dynamischen Dimensionen, die das Skalierungsverhalten von Groen wie
dem mittleren Verschiebungsquadrat eines Teilchens bel Diffusion und dem
elektrischen Widerstand R eines Fraktals verkniipfen. Fiir ein Fraktal ist ja
charakteristisch, dafl etwa ein spezifischer elektrischer Widerstand im eigentli-
chen Sinne nicht definiert werden kann; infolge der Selbstahnlichkeit wird eine
solche Grofle langenabhéangig.

Fiir ein Iraktal oder genauer einen Fraktalausschnitt mit der Lingenabmes-
sung L und dem elektrischen Widerstand R definieren wir nach der allgemei-
nen Regel (3.3) eine Widerstandsdimension (einen Widerstandsexponenten) ¢
gemaf

D. (3.23)

R~ Lf (3.24)

und eine spezifische Widerstandsdimension (einen spezifischen Widerstands-
exponenten) z, auch kinetischer Exponent genannt, gema8

1 z
—=p~ Lt (3.25)

Weiter kann man setzen
(7)) = L* ~ ¥4 = ¢ ~ L% (3.26)

Nun ist o ~ L™%, anderseits gilt nach (3.21) o ~ n D. Die Teilchenzahldichte
n = N/V, gemessen pro Volumeneinheit des euklidischen Einbettungsraumes,
also mit V ~ L% und mit der Teilchenzahl im Fraktalausschnitt N ~ L9,
skaliert gemaf .

n~ L4, (3.27)

Die Skalierung von D ergibt sich (fiir grofle Zeiten) mit
(7)) = 1 ~ Dt (~ t21%)

zu
- L2
Aus o ~ n D folgt schlieBlich L=% ~ L¢~¢ T also

t~ LJ—d+z+2’
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und mit (3.26) folgt endgiiltig
dy=d+z+2—4d. (3.29)

L
AusR~p1d—_1~L<folgt(:z+2—doder

(=d,—d. (3.30)

Die Beziehungen (3.29) und (3.30) stellen Schreibweisen der sogenannten
EINSTEIN-Relation fiir Fraktale dar. Sie gestatten z. B. die Berechnung des ki-
netischen Exponenten z aus d, d und d,, und die Berechnung der Widerstands-
dimension ¢ aus d und d,,, d.h. die Berechnung dynamischer Dimensionen fiir
den Ladungstransport allein aus Dimensionen fiir die Diffusion (d,,) und die
fraktale Struktur (d). Andere Schreibweisen ergeben sich durch Einfiihrung
der Spektraldimension d.

Zur Priifung der Richtigkeit etwa der EINSTEIN-Relation (3.30) kann man
wieder ein SIERPINSKI-Dreieck untersuchen und durch Skalierung die Wider-
standsdimension ( direkt - und zwar streng — berechnen, s. Abb. 3.4. Es sei

a) b) C
21 N,
I A R, B
Ry = R(L) Ry = R(21L)
RAB:R1+%R1 Rap = R,

Abb. 3.4: Zur Reskalierung des Widerstandes R 4p in einem elektrischen Wider-
standsnetzwerk in Form eines einfachen SIERPINSKI-Fraktals; I: Stromstérke.

R, = R(L) der Widerstand eines Drahtstiickes der Lange L, dann ist der Ge-
samtwiderstand gegeniiber der Stromeinspeisung gemifl der Abb. 3.4a durch

2 5
RAB=R1+§R1=§R1
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gegeben. Nach Reskalierung mittels Dezimierung (englisch: decimation tech-
nigue) erhalt man den vergroberten Fraktalausschnitt von Abb. 3.4b, der neue
Gesamtwiderstand entspricht dann R; = R(2 L), und es soll R(2L) = £ R(L)
gelten, damit wird R(2 L) = 2° R(L) oder ¢ In2 = In £ und schlieBlich

In5 In3
C—IH—Z—E—Q——O,BGQ...

Dies ist tatsichlich in Ubereinstimmung mit der Beziehung ¢ = d,, — d fiir das
einfache SIERPINSKI-Dreieck. Wegen der Selbstahnlichkeit des Fraktals geniigt
ein einziger Reskalierungsschritt oder Renormierungsschritt. Diese und wei-
tere Beziehungen wurden fiir elektrische SIERPINSKI-Netzwerke experimentell
bestétigt [23, 24].

Abschlieend kann man folgende zwei Vorteile der Fraktalkonzeption fiir die
Beschreibung zahlreicher Typen ungeordneter oder hierarchisch strukturierter
Systeme nennen:

1. Komplizierte Systeme werden mit wenigen einfachen Kenngrofien, nim-
lich fraktalen Dimensionen, gut charakterisiert.

2. Die Selbstédhnlichkeit von idealen Fraktalen als Modellsystemen gestattet
die genaue Berechnung von Dimensionen und weiteren Kenngréfien durch
die strenge (ndherungsfreie) Durchfihrung von Renormierungverfahren.

Die Autoren danken CH. ZYLKA sowie U. BERNERT, K. KOEPERNICK,
S. RICHTER, H. STRAUSS und weiteren Mitgliedern der Arbeitsgruppe
Statistische Physik fraktaler Systeme fiir interessante Diskussionen, ebenso
J. KARGER, H. SPINDLER sowie A. VOITA, M. VoITA und T. VOITA.
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